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SiùiS iineantm vari&s dignoscere » et cum alias omnes , tuia 
et ipsius 4ptaHtiUUi$ rekuiones , si ^ttae eag sita oriundae^ 
vei lineis ipsis , veljiguris ^uas lineae claudunt , interest 
^tuU 9 eatplorare ^ id ^ ni JuUor » Geùmetriae munus est* 

Sem, Homut* 
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A PERGOLA 



lantunque volte , o Illustre Pergola , 

1' occasione mi si presenta di meditare su«- 
glì originali de^ Greci Geometri , è forza 
che io resti vie più convinto ^ che le loro 
invenzioni in Geometria grandemente pre« 
valgano alle scoperte di questo genere 
fatte a* nostri tempi . Ed a me pare , 
che fino a tanto che non possederemo 
co' nostri metodi tante diverse dottri- 
ne su i luoghi geometrici , quante gli an« 
tichi ne inventarono a dovizia ^ che i sa- 
pientissimi libri de* porismi del saggio Fu* 
elide non saranno colP analisi moderna re- 
stituiti (difficilissimo lavoro)^ e che inol- 
tre metodi non ritroveremo atti a construir 
problemi oltre il quarto grado , uopo è 
che ci riconosciamo di gran lunga infe- 
riori agli antichi « Abbandonar dunque la 
loro guida , come oggigiorno la più parte 
costuma , e tener da poco i loro precetti , 
e le loro opere non istudiar perfettamente, 
per colui che vuole innoltrarsi neir ardua 
carriera dell* invenzione geometrica , dandosi 
tutto all'analisi moderna , è lo stesso , cqme 
ben diceva un dotto Italiano (*) , che intro- 
dursi senza filo in un oscuro laberinto. 



(*) Il celebre Giuseppe Torelli autore del bellift« 
omo Archimede stampato in Oxford nel 1792* 
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GoltivaroBO con ardentissimo sonore le 

opere degli antichi ^ e le studiarono profon- 
damente il Cartesio, il Fermai 9 PUgenio, ti 
Pfewton , il Leiboitz , i Bernulli| V £ulerO| 
e tanti altri cbe vissero in tempi non molto 
da noi discosti ^ e nuove scoperte impor- 
tanti , e nuovi metodi ancora si videro dal« 
le loro considerazioni derivare : né il seco- 
lo scorso dopo essi, abbia il vero il suo luo- 
go j ha molto aggiunto alle loro invenzioni* 
Il trattar dunque ramo che alla Geo- 
metria degli antichi si appartenga , esser 
lodevol cosa , a Voi noi debbo io ridire* 
Tale parmi che sieno le dottrine geometriche 
di Sito , che nel presente trattato impren- 
do ad esporre j poiché sebbene non vi sia 
da dubitare, che in questa parte importante 
del luogo di risoluzione , ove la Greometria 
dispiega tutta la sua attività e 1 suo impe- 
ro , non mancarono gli antichi di stabilire 
immensa dottrina , ciò non pertanto que- 
sta dair ingiuria de' tempi è stata intera- 
mente a noi tolta • Né fìnora per quanti 
moderni io sappia , che abbian cercato di 
occuparsene , alcuno mai é arrivato a tal 
punto da poter dire o d' aver restituito ciò 
che gli antichi avevano scritto , o almeno 
d' avere indicate le tracce delle loro dot- 
trine , o finalmente d' aver fatto conoscere, 
eh' essi se ne fossero una volta giudiziosa- 
mente occupati. 
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lo W énmp» impreso questo lavoro ^^ 
spefando j che la giaveotà INapolitana po$* 
sa ^aVem di nn tal trattato , non solamene- 
t» p#r V utilità y che in molti casi le coo^ 
struzioiii y che yì si contengona , potranno 
ncareyo pratica a' bisogni delk società ^ 
ma anche perchè possa serrirsene a gnida 
neW ardua, carniera del geometrico ioventa^ 
fé y fintanto che nwxra y e migliore scorta 
nott%|ii sarà pera^sso di avere dalle sn« 
hhwà produzioni del vostro ingegno^ 

Ma perchè a costoro non mancassero 
^elle noaioni di Sito y che i moderni 
SQraii& Analisti hanno cercato di stabilire y 
# talune dello quali sono importantissime 
al perfezionamento delle matematiche , ho 
proecnmto ad essi cpiest' altro, vants^gio in 
un libro , che pubblicherò in seguito eoi 
ììtfiAo! di Geometria ^analitica di Sito y il 
quale altro trattato ha fermato per ben due 
volte il soggetto di^e mie kaioni di Aoa^ 
lisi neir Università degli Studj. £ S{)ero che 
voglia ad essi non poco giovare che io tal 
trattato vi abbia raccolte , senza spirito di 
sistema , quelle teoriche di Sito alle quali 
r Analisi moderna può riuscir vantaggiosa» 

Che se a voi parrà, che le mie inten- 
aimii aoo eiena aH^tta indegne di lode y e 
che. io vi abbia in qualche parte adempiu* 
to y non troverete fuor di proposito y che 
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qual segno di antica riconoscenza, e ài ri- 
spetto le abbia a Voi indirizzate. £ sov- 
vengavi , che in ciò io imito ancora V e- 
sempio di que' primi sommi Maestri, verso 
i quali Voi col vostro operare , e cogV in- 
segnamenti tanta venerazione m' ins|iiraste« . 
^è io , volendo seguire si degno loro costu- 
me j polea ad altri rivolgermi , che al resti-- 
tutore deir antico geometrizzare in queste 
nostre partenopee contrade , ed al fonaato- 
re in esse di una Scuola ove i due meto«- 
di vi sono con pari studio coltivati , e 
nella quale non pochi dotti Napolitani si 
sono addestrati nella palestra mateouatica , 
di talun de' quali vi sia grato che io ricor^ 
di talvolta il nome in questa mia opera , 
recando qualchedana delle sue utili medi** 
tazìoni. 

Gradite intanto i sentimenti della mia 
riconoscenza , e del profondo rispetto con 
cui ho r onore di essere 
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diTO'sita del titolo di un libro mbik prora , 
eh' esso sia sostanzialmente diverso da un altro ; 
ma quale eh' ella aiast la materia che deve trattarsi^ 
è oecessgrio il darlo preciso ^ ed in modo da tfan far 
ù y ch^^Ie scienza diventi un mistero per colui ^ 
che non ne Wà cognizione veruna « Furon for- 
se queste le ragioni , che indussero il Signor 
Lacroìx , Geome^a che' mette molta precisio- 
ne ^ esattezza ne' suoi lavori ^ a denominar 
Geometrìa su i piani e le superficie curare quel* 
Io stesso ramo di Geometria , al quale egli, ed 
il Signor ìlonge avevanocontemporaneamente avu« 
to parte per ridnrfo in forma scientifica , e che 
quesf ultimo aveva chianrato Geòmeiria Descritti* 
a>^. In verità qnaP è 1^ idea , che dovrà- formarsi 
anche un Geometra al sentirsi annunziar Geome^ 
tria Descrittila , cpando non sia preventivamene 
te informato dell' oggetto di questa scienza : e 
quello eh' è più , quando lè definizioni che di essa 
possono darsi ^ né pur i intendano ^ se prìivMt uno» 
aoQ siasi alquanto inoltrato in apprenderla , e se- 
aoii abbia l' abitudine^ alle sua construzioni . 

Ha se il titolo scello dal Lacrois i men va* 

|o di quallo del Monge , esso però' non parmi an« 

^ abbastanza preciso , né tampoco pub' da efs<> 

b 
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rilevarsi a che cosa appartenga questo nuovo rami» 
di Geometrìa. E se nelle cose geometriche si può 
considerare il loro ^ito , la grandezza , il rapporto, 
e la figura , resterà sempre dubbio , ed indetermi** 
nato quali di queste cose s' imprendano a trattare 
nel presente ramo di Geometria. Queste ragioni mi 
hanno spinto a mutare il titolo della prima edizione 
della mia Geometria Descrittiva nell'allro di Geo^ 
metri a di Sito sul piano , e nello spazio ; e 
senza', che io ne vada mostrando la co^Lftnienza 
coir oggetto di cui trattasi, e la facilità a com* 
prendere questo qual sia , ciascuno potrà vederlo 
da se medesimo. 

Nella passata edizione già molto mi era al- 
lontanato dalPopera del Monge , sicché la mia non 
potesse dirsi una semptìce esposizione di quella • 
Non intendo già , che io avessi mutate le regole 
di tale Scienza , o i problemi che in essa si ri- 
solvono. E chi è mai colui di sì poco intendimen- 
to , che vorrà ciò pretendere , sapendo , che io scri- 
veva Geometria Descritti\fa , e che la scriveva do« 
pò del Monge l E poi le regole di questa scienza 
eran tali nelle Arti di construzione anche prima , 
che alcun libro di Geometria Descrittiva esistesse. 
Che? forse non fu tenuto Apollonio Pergeo nelle 
Scuole Greche , ed appo noi , per autor delle Se- 
zioni coniche , perchè Euclide ed altri prima an^ 
che di hii ne avevan trattato ? O forse si pre* 
tenderà che Apollonio avesse bandite tutte le 
verità da quello dimostrate , ed inventatene 
altr« tutte nuove ? Ed air accuratissimci £u- 
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dide non si sa pnre clie altri Eleinenti Geome** 
trìci precedei/ero , e eh' egli non per tanto fu 
rìpaiito au'or degli Elementi; perchè, al dir di 
Proclo , raccolse , e construi molte cose di quelle 
ritroTate da Eudosso , e perfezionò molte delle ìq- 
venzfODÌ di Teeteto : ^ inoltre ridusse a tal rigore 
le dimostrazioni delle verità debolmente dimostra- 
te prima di lui ^ che le rendè superiori a qiia- 
lanque difficolta o cavillazione (*), 

Bisogk dunque persuadersi, che la novità ne'trat* 
tati Geometrici non consiste già nel rinnovar tutto, 
eh' è una sciocchezza il dirlo ; ma in esporre le 
eose già dette con miglior sistema , e con un or* 
dine più chiaro ; al che se aggiungasi una maggior 
eleganza nelle solnziori de' problemi , e nella di- 
mostrazione de' teoremi, si sarà senza dubbio molto 
contribuito al miglioramento della scienza ; mentre 
grandissima è la differenza che passa tra un pro- 
blema comunque risoluto, e lo stesso condotto a fine 
con nn metodo elegantissimo , cioè con un'analisi 
breve e chiara , e con una composizione facile e 
precisa ; né v^ ha geometra sensato che di ciò noti 
convenga (**) • Con questi principj presenti allo 
spirito , ciascuno potrà valutare qual parte eb- 
bi nella compilazione de' miei Elementi di Geo- 
metria Descrittiva in tempi che V Italia non poi** 



^*} Veggasi questo luogo di Proclo nella nota 8 del 
hàeorso preliminare de** nostri Elemeoti di Euclide. 

(••) Si rincontri la PreCdelF Halley V due libri de St'^ 
<lma Sp^U ài Apollonio , da Ini retftitoiti. 
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sedets alctm KBro di qnefto genere • Io cercai 
^ render precisi i termini tecnici di tele scien- 
za più che non s' era da altri già fatto , di 
aver riguardo a render descrittÌTamente le constru- 
zioni che in essa doTeyan farsi ^ vale a dire di 
eseguirle sempre su i determinanti descrittivi de' 
dati , e n<)n su questi , il che era contrario all'og* 
getto di una tale scienza ; in modo però che vi 
esistesse tra queste due soluzioni quel nesso che 
si conveniva. Considerando poi che ogni P^hlema 
di Geometria ha due soluzioni tra loro distinte , 
quella cioè che deve apprendersi per iscienza , ne-» 
cessaria al Geometra ^ e 1' altra di esecuzione , che 
deve servire alF Artista ne' snoi travagli ; e che 
solamente in questa seconda conviene esegui- 
re tutte le construzioni incidenti , che basta sola- 
mente indicar nella prima , tenni questa meto- 
do in que* miei Elementi ^ come ognuno potrà co- 
minciare a rilevarlo dalle semplici soluzioni de' 
Problemi delCap.II di essi. Finalmente molte co»* 
struzioni de' più importanti e difficili Problemi di 
questa scienza furono da me eseguite in una ma* 
niera ben diversa dalla già fbtta ; e per non no- 
tare che solamente quelle ove tal differenza h più 
sensibile , indicherò le Proposizioni 3i , 3a , 4d > 
5a , 55 , 54. 

Molle altre cose potrei far anche notare da me 
rapportate ^ che nelle istituzioni di Geometria De- 
scrittiva che mi avevan preceduto , non contene- 
vansi ; ma io non ho intrapreso a far qui 1' ana- 
lisi del mio libro , di cui sufficientemente sono 
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stato ricompensato dalla Imoii» ace<^Keiiu che 
gli fece il pubblico , e dal gradimento con cui 
Raccolsero oon pochi dotti Geometri Italiani de' mo- 
stri tempi» 

Ecco qual parte io ebbi nella compilazione 
degli Elementi di Geometria Descrittiva da me 
pubblicati nel 1807. Ma la diversità , che si tro- 
rerk tra essi ed il trattato che ora pubblico col 
titolo di Geometria di Sito , e quindi tra questo , 
e le ahre istitozioni di Geometria Descrittiva fi- ^ 

nora pubblicate da altri è tale, che in verità pos* 
so dire , che la presente opera è interamente nuo- 
Tu , sebbene si versi suU' argomento stesso* Ed 
ecco io che principalmente consiste tanta diver« 
sita ) e le ragioni che mi hanno spinto a quanto 
ho fatto. 

La Geometria Descrittiva aveva per oggetto 
Im determinazione del sito delle cose geometriche 
nello spazio , per mezzo de'loro convenevoli deter* 
minanti su piani dati. Or, chi non vede che il 
rigor geometrico , e Y esattezza che deve porsi 
nello scrivere elementi esigeva , che prima si fosse 
ben fissata quesf idea astratta dì sito , che forma- 
va il fondamento della scienza, e che poi si fosse 
anche stabilito in qual modo poteva fissarsi il si- 
to di que'determinanti in un piano • Senza questa 
preventiva cognizione ognuno ben comprende , che 
i Problemi della moderna Geometria Descrittiva 
resterebbero sempre imperfettamente determinati , 
ed incapaci di una comoda , ed elegante constru-* 
ione. 



Io dunque nel primo capitolo della presente 
mia opera ho esposte distintamente , e quanto 
convenivasi le cose poc* anzi dette ; e poi negli 
altri ho comprese in tante Proposizioni di dati le 
principali teorie di sito nello spazio , cioè ho espo- 
sti i convenevoli determinanti de' punti delle linee^ 
e delle superficie nello spazio ^ su piani dati. E 
queste teorie di sito le ho poi applicate nel quinto 
Capitolo alla soluzione di alcuni importanti proble- 
mi , la maggior parte de' quali non è senza uso 
nelle segueuii ricerche. 

Con questo metodo che ora ho tenuto , non 
solamente mi sono uniformato , in un • oper^ di 
pura Geometria , al metodo degli antichi G'eome* 
tri , rendendo così questa nuora scienza degna di 
aver parte nella serie de' libri d' istituzione geome- 
trica ch'es9Ì ci hanno lasciati ; ma hp potuto anche 
esporre le teorie di silo in una manijsra più facile a 
comprendersi, ed a ritenersi. Or per evitare ne'gio- 
vani quella confusione d'idee che sogliono produrre 
in loro quelle voci delle quali , sebbene per Tavvia* 
mento che hanno nelle scienze geometriche ^ par 
che ne intendano il significato, pur tuttavia non 
possono di esse comprenderne interamente la for« 
za y stimo qui opportuno di prevenirli y che per 
dato y o proposizione di dato s'- intende ogni 
teorema nel quale proponesi a dimostrare y che 
sia data qualche cosa la quale ha un rapporto 
determinato con quelle altre cose y che sono 
date per ipotesi. Quantunque però si sia det* 
to esser tali proposizioni de' teoremi y pur tut- 



tavia esse possono anehe ennnciarsi in forma di 
problemi ^ proponendo di ritrovare quelle cose ^ 
che doirevansi dimostrare date. 11 che facendo , la 
dimostraziooe del dato proposto come teorema 
sarà l'analisi geometrica del prablema • Quindi 
si rileva finche , còme possa farsi uso delle deter* 
niaazioni delle proposizioni di dati esposte come 
teoremi , quando esse debbono far parte delle con- 
stnuioni de' problemi di sito , ne' quali se ne ha 
bisogno. 

Or quantunque in questo ramo di Geometria 
non si tratti che di dati di sito , pur tuttavia la 
determinazione di essi è si strettamente legata a 
quella degli altri dati , che non posso fare a me« 
no di dar qui una leggerissima idea anche di que« 
sti ; inviando i giovani, che ne vogliono essere com« 
plelamente istruiti, al libro de' Dati di Euclide , o 
al primo libro dell'arte d' inventare del nostra 
Signor Pergola (*) • 
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(*) Mi sotu» permesso di proporre a^ giovani per loro 
utrozione in questo genere, come in ogn^altro dMnvenzio- 
ne geometrica una tal opera del Signor Pergola , quantun- 
que di essa non siasene finora pubUicato che il solo pro- 
ipettOy perchè n^esisUmo moltissimi esemplari manoscritti» 
uentre il citato insigne nostro Geometra lia con tal trat* 
tato educata per quarant'anni la sua scuola ne'metodi delFan- 
tica Gecunetrìa , cui maesti-evolmente innestava quelli, che 
eammioando sulle orme de'Greci avcvan poi ritrovati , ser- 
Vfodosi della moderna Analisi , insigni uomini a noi pik 
rieiai, tra* quali principalmente il Cartesio, ed il Newton, 
lo tpcro iotanto di poter pubblicare al pib presto 
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Dirò dunque che il dato geometrica conslsle 
neir essegnere una qualche cosa per mezzo di ope- 
razioni che la Geometria somministra. Ed essi daii 
distingponsi in quattro generi , cioè di grandesiza^ 
di ragione ^ di specie , e di sito. 

Sì dice dato di gr€tnde%za una qu^fiiità geo- 
metrica, se per mezzo di una nota construzione di 
Geometria le se ne può assegnare un' altra iiguale: 
COSI è dato di grandezza un triangolo^ se n'è da- 
ta la sua base e V altezza , o pur se ha i lati ^ia« 
tomo ad un suo dato angolo reciprocamente prcH 
porzionali a due rette date ; poiché e T uno e l'al- 
tro di essi si può geomteiricamante aesegn^e, il pri- 
mo per. la 3S del I^. libro degli Elementi , e Faltro 
per la a 5 del VI^. E ìCosì pure è dato digrandez^ 
za un cerchio , se n' è 'dato il raggio ; ed è dato 
di grandezza un angolo solido , se sono dati gli 
angoli piani che lo comprendono ; poicliè per la 
post. 3 si può assegnare quel cerchio , ed un tal 
angolo si può constituire per mezzo della a3 E1JK.I. 

E dagli esempi rapportati si potrà rilevare ^ 
che i dati geometrici di gratidezza possono anche 
andar disgiunti dal valore delta cosa ^ che si dice 



il mio Trattato intitolato Jntroduuone allo Mu.dio delle 
opere degli antichi Geometri , ed il quale aapplìrebbe a 
ittffi^enza all'opera del Signor Pergola » che circoitanse 
òi salute non permettongli di stampare , con f^randissim» 
ditcipito della gioventù e della nazione , clte da tal li- 
bro ae<]ttisterebbe imoyo decoro e aplendore* 



data 9 cioc a dire , cbe potrà esser data geometri- 
camente una cosa , tuttoché affatto non si possa de* 
terminare il sno vero valore ; tal' i il cerchio che ^ 
cdme si è detto,* h dato di grandezza , se i dato di 
l^randezza il suo raggio , benché da gutsto non 
si possa esibire il valore esatto di quello. 

Una rag^one*ni dice poi geometricamente da- 
ta ^ se possiamo, per mezzo di una construzione di 
Geometria, esibir due grandezze, le quali abbiano 
fra loro una tal ragione : e per V eleganza del- 
l'esibizione conviene , che queste Steno due linee 
rette. Ed egli h diiaro perciò , che tse è data una 
ragione , può sempre formarsene un' altra uguale^ 
e che abbia un dato antecedente. 

Dalla définitione data si rileva , che una ra- 
gione geometrica può esser' data , tuttoché non si 
sappia il suo esponente , o pur che questo non 
si possa assegnare ; come avviene allorché i ter- 
mini di tal ragione sono incommensurabili tra lo- 
ro . E sarà facile poi il rilevare , che essendo da- 
ta una ragione geometricamente , sia anche data 
quella , che si ottiene invertendola , componendo-- 
la j dividendola , e convertendola , e che ne sia di 
più data la sua duplicata, triplicata , etc. Ed ìb 
generale che essendo date piò ragioni geometriche, 
sa anche data quella che da esse si compone : poi- 
ché tutta queste cose sono di facile esibizione per 
laezsd ài alcune proposizioni del V^ ,e del VI^. 
iegU Elementi. 

Inoltre una figura si dirà data di specie ,. se 
ie se ne può esibire un' altra simile. 

e 
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Cosi un triangolo sarà dato di specie ^ se son» 
dati due suoi angoli ; o pur un angolo e '1 rap- 
porto de' lati intorno ad esso ; o il rapporto di un 
lato a ciascuno degli. altri due; poiché facijmehte 
gliesene potrà constituire uno simile ( ^^ b^6 
£1. VI ). E cosi pure un parallelepipedo sarà 
dato di specie se sien dati i rapporti di tre suoi 
lati intorno ad un angolo, il quale sia dato di gran- 
dezza « cioè sia contenuto da tre angoli piani dati. 

Quali dati si dicaci di. fito^ sarà detto a suffi^ 
cienza nel principo del Gap. I. di questo Trattato. 

I dati^ di coi si è parlato, possono combinarsi 
anche tra loro in modo tale da formare delle co* 
se date nel tempo stesso di. grandezza e di specie^ 
di grandezza e <]i cagione ,; di ^andetza e di sito, 
di specie e di sito; p.. pur pptranno, combinarsi 
tre a tre, o anche tutti quattro insienne ; e da que- 
ste combinazioni si traggono infinite utilissime con- 
seguenze per la teoria de' dati . Noi qui faremo 
solamente notare , poiché- ci occorrerà di farne 
uso in appresso , che un triangolo sarà dato di 
specie e di grandezza, se sono dati due suoi angoli, 
ed un lato qualsivoglia ; o pure un angolo ed i 
due lati che lo comprendono ; o finalmente i tre 
Iati : e la ragione è facile ad avvertirsi anche da 
coloro che conoscono gli Elementi di Geometria 
Piana solamente . 

Ma ritornando da questa digressione ad espor- 
re il sistema di questa mia opera , farò avvertire 
che nel Capitolo V. ho trattato de' determinanti del 
sito di alcune superficie curve , cioà delle superficie 
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eoniclie , cììmdrichc , e di rivoluzione ^ riserban^ 
domi a trattare altrove , e nel proprio loro luogo, 
le stesse ricerche per un' altra famiglia estesissima 
di superficie curve delle quali farò tra poco paro- 
la. Ho preferito questa volta il metodo di proce*- 
dere per induzione in esibir questi determinanti, 
rinunziando al sistema di stabilire un principio 
generale , come altra volta feci , e come trovasi 
praticato dal Monge , e dagli altri Geometri de- 
scrittivi ; perchè questo metodo particolare , e pro- 
cedeste per esempi mi è sembrato più comodo ed 
agevole , e meno atto ad indurre in equivoco 
nelle particolari applicazioni ; e son sicuro che 
quando il bisogno lo richiegga , o pur quando si 
voglia anche farlo per pura speculazione , ognuno 
sarà nel caso di assegnare^i determinanti del sito 
di una superficie curva per se stesso immaginata, con 
più facilità di quella , che gliene potrebbe venire 
se dovesse usar la regola generale , che , come ho 
già detto y r altra volta assegnai. 

Ed in questo rincontro ho fatto rilevare di pas- 
sag^gio, ciò che forse in altro luogo mi riuscirà 
di provare più di proposito , cioè , che per retta 
via non procedono coloro i quali , quasi recandosi 
a scorno di far servire la Geometria a se stessa , 
Togliono indagare con la pura Analisi algebrica le 
affezioni delle teorie di sito , che riguardano prin- 
cipalmente r ultima specie delle superficie suddet- 
te. Essi pervengono così non solamente , per raez« 
iodi lunghissimi giri a risultati che la Geometria 
kciimeate nao^tra a chi sa farne la sua guida ; ma 



spesse volte questi risultati sono ài tal gr%do di 
astrazione, che diventano inconstruibìli , ed anche 
inconcepibili. 

Io non so da chi debba ripetersi questo travia- 
mento dal retto sentiero d'inventare e di dimo- 
strare in Geometria ; ma sicuramente cU' esso è 
pernicioso alla Gioventù, alla quale oggigiorno non 
si fa altro che empir la testa di nomi ampollosi 
e di formole delle quali non sa usare nelle par- 
ticolari applicazioni , e che poi dimentica un mo- 
mente dopo di averle imparate a memoria ; giac» . 
che e$sa nessun Aesso di ragionanoieoto geometrico 
si forma su di quelle nella mente , come nessun 
nesso vi è tra astrattissimi simboli ^ e construzio- 
ni di Geometria. ÌNoi ne vogliamo troppo vera* 
mente da^ giovani : è già molto che il loro spirito 
sì assuefaccia a mandarci buone come verità dì 
Geometria quelle che si sono rilevate con pure 
operazioni algebriche , partendosi però da una ve- 
rità esposta in figura, cioè dal risultato di una con«- 
struzione ; e che perciò può loro facilmente anche 
indicarsi come quel cammino analitico possa pas* 
so passo rapportarsi a passaggi di Geometria. M» 
pretendere eh' esà si convincano interamente di un 
risultato analitico , che deve corrispondere ad un« 
verità geometrica incomprensibile in figura , è una 
stranezza , che mostra come a gran passo noi stia» 
mo travagliando per far decadere le Matematiche 
per troppo innalzarle • Ritorniamo dunque un pò 
indietro Y se vogliamo arrestar questo male , e 
seguiamo neir applicar P Analisi alla Geometria in 
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questo genere di ricerche quel vero metodo , che 
il Neivtom y V Eulero y il Cramer ^ ed altri dotti 
Analì&ii ci hjinno segnato • 

Nel Capitolo VI. ho tratluto delltt constru- 
lione delle superficie curve • Un tal argomento , 
nella prima edisione della Geometria Descrittiva 
lo aveva accoppiato alle altre ricerche in cui se 
ne aveva bisogno ; essendo peri^ esso ora divenuto 
più completo ^ che jallor non era ^ non poteva tut* 
tavia trovarsi con quelle associato ^ ed era questo 
il luogo ove bis<^nava trattarne • Dopo ciò ne'se* 
guenti Capitoli , cioè VII. , Vili, e IX. ho trat- 
tato de' contatti delle superficie ^ distribuendoli 
nel seguente ihodo • Nel YII^ , dopo alcune ri« 
cerche preliminari necessarie air oggetto ^ ho riso* 
Iati i problemi de* cmitatti di un piano colle su- 
perficie cilindriche e coniche ; neir Vili®, ho trat* 
tato de' contatti di un piano con una o più sfere^ 
e con una superficie di rivoluzione ; e nel IX^. 
finalmente de' contatti circolari e sferici • Questo 
nltime ricerche trattate recentemente con grandis- 
simo sfoggio di specida^oni « e per mezzo di ri* 
pieghi complicatissimi ^ come si potrà vedere nel 
Supplemento del Signor Hachette alla Geometria 
Descrittiva del Mooge , e nella Corrispondenza della 
Scooia Politecnica di Francia, si troveranno qui espo- 
ne in una maniera assai semplice , e con un metodo 
geometrico fondato su di una nuova proprietà del 
triangolo fatto rilevare in esso , per le vie elemepi* 
tari , dal nostro insigne Matematico Signor Nicola 
FergaJa« E l^^ incidenza si troveranno ancke in 
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questo Capitolo dimostrate alcune nuove proprietà 
de' cerchi e delle sfere che s' ìiitersegan<f . e riso* 
lutQ.in doppio modo uno de'. problemi più impor- 
tanti sulla piramide triangolare. 

Il Capitolo X. concerne la construzione del- 
l' intersezione delle superficie curve , cioè cilindri- 
che ^ coniche , e di rivoluzione . Seguendo un me* 
todo più generale , ed inverso di quello finora 
tenuto da' moderni Geometri Descrittivi ,- ho io 
derivata la construzione dell' intersezione di tali 
superficie curve con un piano di sito , dall' altra 
deir intersezione di ciascuna di esse con una data 
superficie cilindrica; ed ho' anche reso l'argomen- 
to di questo Capitolo assai più completo di quel- 
lo eh' era stato finora: alla qual cosa hanno con- 
tribuito alcuni importanti lemmi de' quali trovasi 
arricchita una tal teoria. 

Lo stretto nesso che ha coli' argomento di 
questo Capitolo la teoria d'e' determinanti del sito 
delle linee curve nello spazio , mi ha impegnato a 
trattar siffatte ricerche nel Capitolo XI. , nel 
quale ho fatta riviver l'idea delle spirali ^ che gli 
antichi considerarono descritte nella superficie del 
cilindro , del cono , e della sfera . E nel Capitolo 
seguente , eh' è il XIP. del presente Trattato ho 
esposte le principali propriciù della^ prima delle 
suddette spirali chiamata cilindrica , o Apollonia** 
na y derivandole dalia sua sen^jlice genesi. 

Ne ciò ho fatto per pura speculazioue y e co- 
me applicazione delle teorie astratte del Capitolo 
precedente; ma anche pel gran vantaggio che da 
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. questa cnTTa può trarsi , ìmpiegaiidola convene* 
Tolmente ^ come gli antichi facevano, nella risola-* 
iiDoe de' probJeini ipersolidi ; e per Fuso che può 
farsi di essa nelle arti di i construzione , e del di'- 
segno . 

11 Capitolo XIII. ha per oggetto un' altra cur- 
ya a dop|>ia curvatura , la cui inyenxioBe ai ap- 
partiene a' tempi nostri ^ ed è questa l'epicicloide 
sferica, di Ermanno . £ per dare alle considerazio^ 
ni geometriche che su di essa distendo , concer- 
nenti r argomento di questo Trattato «, quella geo* 
metrica esattezza eh' era necessaria , e che invano 
desideravasi finora nelle opere di que'Geometri che 
di tal curva hanno similmente trattato , ho in dop- 
pio modo risoluto il Problema di divìdere un ar^ 
co o un angolo dato in data ragione , cioè una 
volta adoprando la spirale cilindrica , e neir al- 
tra la cicloide Gallicana ^ i quali due metodi ele- 
gantissimi per risolvere un tal problema si appar- 
tengono a' bei tempi della Geometria nella Scuola 
del Galilei ^ essendo F opera del suo ultimo e dot- 
to discepolo Vincenzo Viviani . 

Ad Oggetto poi di mostrare di 'quanta importanza 
€ vantaggio la teoria delfó intersezioni delle super- 
ficie curve possa riuscire anche nelle ricerche di pura 
Geometria , ho raccolti nel Capitolo XiV. molti pro- 
hlemi , ia cni natura o esigeva assolutamente , o gli 
rendeva ntli ad essere in convenevol mòdo com- 
posti per mezzo dell' intersezione di alcune sn- 
perfide curve * Un tal metodo di composizione geo- 
metrica usatcr dagli antichi , per lacoustruzione de' 
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problraai solidi , per mancanza di meszi onde de^ 
scriyer le curve coniche in un piano , meritaya di 
ricomparire ora alla luce , e più utilmente per la 
eoostrasione di alcuni problemi lineari . E nell'in* 
trodttuone a questo Capitolo ho data un' idea ge- 
nerale de' luoghi alla superficie , e sulla natura 
de'problemi indeterminati a'qu^ì essi sono soddisfa- 
centi , intorno al quale argomento molto si era tra- 
vaglialo dagli antichi , che a noi non è pervenuto. 
Tra i problemi risoluti in questo Capitolo ve 
se ne troveranno sei sulla piramide triangolare y 
che Unitamente a quello già risoluto nel Cap. 
IX. costituiscono i principali a proporsi su questo 
solido • E per indicare V importanza di essi ^ ba- 
sta dire che l'insigne i^nalista Signor Lagr^inge 
in una sua Memoria inserita negli Atti di Berlino 
per l'anno 1773, ove si occupò a risolverli ^ per 
le rie dell' analisi moderna , fortemente si dolse 
che i Geometri i quali si erano conrenientemenle 
occupati del triangolo rettilineo, non avessero poi 
fatto altrettanto della piramide triangolare ^ ch'c tra 
solidi poliedri lo stesso che il triangolo tra i ret-« 
tiiinei • Ma se tal doglianza del Lagrange è giu- 
sta, potrebbe anche a lui ragionevolmente impu- 
tarsi 9 eh' egli non abbia soddisfatto ad «ina tal 
ricerca come con veni vasi , cioè geometricamente 
fssendo il suo lavoro limitato semplicemente ad of- 
ej'ire gli elementi algebrici onde pervenire all'equa- 
zione per tali problemi • 

Finatmeute si troverà in questo Capitolo ri« 
portata V ingegnosa soluzione di Archita del ce- 



lekre problema ddle dae medie proporzionali , la 
qaale ricomparisce ora in luce libera anche dalla 
taccia d' immaginaria che il Montucla gli avea data. 
Per completare la teoria de* determinanti delle 
superficie cnnre nello spazio ^ ho][nel Capitolo XV. 
impreso a trattare di tali cose per un' altra fa- 
mi^ia di superficie curve , che sebbene genera- 
te da nna linea retta , non"* erano però n^ cilin- 
driche , né coniche , cioè di quelle superficie che 
i Geometri Descrìttivi Francesi hanno chiamate 
gauehes ; che io ne' miei Elementi di Geometria 
I>escrittiva dissi difformi , pel carattere che han-^ 
no di non conservare né parzidimente , né per tut- 
to Fnniformità di curvatura come le coniche e le 
cilidrìche « colle quali convengono nelP aver per 
generatrice una tetta ; e che finalmente ora ricóm^ 
pariscono col nome di pleetoùU y che ad esse ave^ 
van dato gli antichi geometri . Ed ecco in breve 
di tali superficie quelle notizie storiche che ri- 
guardano la conoscenza che di esse ebbero gli an- 
ticbi; il qual tratto storico tanto i^ dovrà inte- 
ressare, quanto che finora si è ignorato perfetta-» 
mente da' Geometri cosa fossero queste superficie 
plectoidi . 

Nelle Collezioni Matematiche di Pappo si trova 
due Tolte fetta menzione delle superficie plectoidi^ 
la prima , doè , nella Prop. xxix del lib. iv , e 
P altra in quella specie di Scolio che segue la 
Prop. zzx , ov' egli , a proposito del problema del- 
la trisezione dell' angolo > entra la seconda volta a 
parlare de' tre diversi generi ia cui gli antichi 
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geometri distinguevano i proMemi • IS^iuno però 
finora aveva saputo indicare con fondamento cosa 
fossero siffatte superficie ^ ed in qual modo gene- 
rate • Il Commadini nel suo comento al primo 
de' luoghi citati manifestamente dice , che Pappo 
Ja menzione delle superficie plectoidi in appresso ^ 
cioè neir altro ,de' suddetti luoghi ; ma eh' egli 
non si ricordava di aver mai letto cosa essefos- 
sera , e perchè così si chiamassero . Ed arriva fi- 
no a dubitare che tal voce fosse qui un errore , 
dovendo dire in cilindroidi in vece di in plectoi^ 
di . Ma^ oltre a che noi mostreremo di qui a poco^ 
che non sia com' egli pensa , si vede chiaro non 
potersi inai sospettare che Pappo abbia voluto di- 
re in cilindroidi , mentre la superfìcie in cui esi- 
ste la linea retta , che si dice dal greco autore es- 
sere in superficie plectoidi , non ha niente di ana- 
logo alla superficie di un cilindro, come indichereb- 
be la voce cilindroidi . E molto meno potrebbe 
dirsi , come lo stesso Gomnuuadini soggiugne , hoc 
est in cilindrica superficie ^ non , trattandosi af- 
fatto di superficie cilindrica . 

Il Montucla poi , a proposito di tali superficie^ 
dice che Pappo le chiama plectoidesy cioè compii- 
ctUae ^ e che non è facile d'indovinare su si leg- 
giera indicazione quali erano queste superficie ^ e 
quali quelle tante linee che il Geometra Filone 
Tianeo aveva considerate in esse , scrivendone un 
trattato • 

Il fatto sta , che V uno e T altro di questi ac-- 
corti geometri noy si è avveduto , cV esso aveva 
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innansi agli ocelli, nel primo de' citati luòghi di 
Pappo ) la definizione che cercava ; ed io debbo an- 
die ingenuamente confessare , che sono debitore 
di quest'importante notizia alle sottili considera- 
razioni che ha fatte su tal luogo di Pappo il mio 
dottissimo collega Signor B. Giuseppe vScorza , col 
qnale io ne aveva fatta parola . ISA ecco in qual 
modo la cosa procede . 

Nel citato primo luogo delle Collezioni di Pap- 
po si parla da questo geometra di una retta , la 
quale si dice essere in superficie pleetoidi , ed al 
momento, stesso egli soggiugne : fertur enim (recto) 
per rectam lineam BL , et per lineam spiralem 
positione datam . Vale a dire eh' egli indica 
chiaramente , che la superficie in cui si ritrova 
quella retta , è precisamente quella che vien generata 
da una linea retta , la quale si appoggia costante^ 
mente all'asse di un cilindro retto , ed alla spi- 
rale cilindrica segnata sulla di lui superficie , ser^ 
handosi sempre perpendicolare a quell' asse stesso , 
e descrivendo cosi 1' ordinaria superficie curva , che 
rappresenta quella al di sotto delle scale a luma- 
ca ; onde il greco autore ci mostra dalla sua ge- 
nesi qual fosse la natura di quella superficie cur- 
va . E da ciò si vede chiaramente , che per tali 
soperficie curve s^ intendevano dagli antichi quel- 
le y che vengono generate da una linea retta ^ la 
(piale si muove con una data legge radendo una 
qaalanque curva nello spazio . E dal secondo de' 
saccenna ti luoghi di Pappo si rileva ^ che questa 
iami^^lia^ innuiaerabile di superficie curve ^ per la 



•> 



IXVllJ 

quale la Geometria moderna non ha stabilito ^ che 
poche considerazioni generali di sito ^ formava per 
gli antichi una completa dottrina geonatetrica . Es* 
si in fatti ne esaminarono la natura di molte , per 
completare i loro trattati de' luoghi alla superfi- 
cie ; e poi trattarono estesamente delle linee curve 
ugnate su di esse , non solamente da' piani ^ co- 
me dice il Montucla , ma forse anche da altre su- 
perficie curve • Noi dunque dopo tanti secoli , e 
dopo sì grandi progressi delle Matematiche non 
siamo pervenuti dal canto nostro , che a restitui- 
re può dirsi appena la «definizione di tal genere 
di superficie , in considerar le quali gli antichi 
avevan tanto progredito • £ si vorrà negar poi , 
che a noi manca ancora molto , perchè in questo 
ramo importante delle Matematiche valessimo gli 
antichi ? Dopo tutto ciò , mi è sembrato a propo^ 
sito di poter almeno restituire a questa famiglia 
di superficie il loro antico nome . 

Or le poche teorie moderne che le riguardano, 
si trovano qui non solamente esposte con queir e- 
stensione che si conveniva ; ma vi si trov^à an** 
che introdotto quel rigore che dovevasi , col di* 
mostrare un teorema fondamentale , che loro ap-^ 
partiene , ed il quale da tutti i moderni si era as- 
sunto . £ perchè queste tali ricerche non restasse- 
re senia una qualche geometrica applicazione , ho 
trattato nd Cap. XVI. di que' solidi ne' quali la 
sezione perpendicolare all' asse è un triangolo ret- 
tilineo f e specialmente del cono-cuneo di Wallis ; 
f ciò che intorno ad esso ho fatto , si potrà facil- 
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mente Mtei&dere all^ intera factiiglia de' poc' anzi 
detti solidi tra i qaali esso h compreso . Ed a que- 
llo proposito he fatto anche rilevare alcune impor* 
tanti verìtà intcn'no alle sesiooj prodotte nelle su- 
perficie cilindriche da' piani • 

Nel Capitolo XVII. ho impreso a oonsidera* 
re un altro solido , che mentre è un vero solido 
di riyolnxione , non essendo che il cilindroide del 
Wallis, è però suscettihile di una genesi analoga 
alle superficie plecioidi . £ per mezzo delle teorie 
che stahiUrono su di esso ci apriremo la strada 
alla soluzione data dal Signor Monge del Prohle^ 
ma di tiraì*e per una reUa di sito un piano tan^ 
gente una data superficie di riifoluzione ^ la qual 
soluzione , elegante per la sua composizione geo* 
mtf^trìca ) aveva hisogno di esser resa piii facile e 
dxiara per T analisi geometrica corrispondente; il 
qua! motivo forse era stato quello che aveva in- 
dotto la maggior parte de' Geometri Descrittivi 
a trascurare nelle loro instituzioni'dt questa scienza 
il suddetto proUema , cV è il principale della teo- 
rica de' piani tangenti le superficie curve • 

Nel Capitolo XVIIL ho comprese alcune ge^ 
serali considerazioni sullo svilu|>po delle superficie 
cnrve , esponendo le condizioni geometriche di cui 
debbono essere fomite , perchè ne sieno capaci • 
Ed in seguito di ciò ne ho fatta una oonveiiiente 
ipplicaziooe allo sviluppo delle superficie cilindri- 
che e coniche , wl mostrai^ in qual modo su ci»- 
ioina delle suddette superficie sviluppate si posso 
s&bire nna qualunque curva già segnata nella su* 



perfide proposta . Finarmcntc , ad oggello di mo- 
strare anche qual aso geometrico possa farsi delle 
presenti ricerche , ho recata in questo luogo una 
terza soluzione del problema di dividere un ango- 
lo rettilineo in data ragione , la quale è pare del 
Viviani , ed eseguita per mezzo della superficie di 
un determinato cuneo cilindrico sviluppata . 

Terminata in tal guisa , per quai^to convenivasi^ 
l'esposizione delle generali teoriche di sito, ed una 
loro conveniente applicazione , ho creduto a propo- 
silo di dovermi rivolgere a' metodi partict)lati in- 
ventati pel risolvimento de' problemi di questo 
genere. In una materia sì diificile ed incompleta, 
qnal' è quella del sito , non lice lasciar nulla de' 
tentativi fatti . Ho dunque impiegato il Gap. XIX. 
nell* esposizione di un nuovo metodo del Signor 
Fergola , detto di eorwersione ^ atto a risolvere 
non pochi problemi di sito , estraendolo da una 
Memoria - da lui presentata , su questo importante 
argomento geometrico , alla Reale Accademia delle 
Sciènze di Napoli ^ neir anno 1786. , ed inserita 
nel primo volume degli atti di qtiesta pubblicati 
nel 1788 * In seguito ho nel seguente Gap. XX. 
raccolti molti problemi di sito risoluti con que- 
sto metodo dallo stesso Geometra , ed apparte- 
nenti a' primi due generi ne' quali ha egli clas- 
sificata questa numerosissima famiglia di problemi» 

Dopo ciò nel Gap; XXI ho distribuiti que'Pro-- 
blemi di sito che restii al metodo sopraccenna-- 
to , possono però ricevere un' elegante soluzione 
per mezzo di alcuni geometrici lemmi y de' quali 
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aza ragione si reggono abbondare le opere 
anticlìi ; e del qual genere doveva essere 
* immenso materiale che a' Geometri era ap* 
ccbiato ne' tre libri de' porismi di Euclide » 
h eh' essi gli avevano come Opus artificiosis^ 
vun in analjsin di^cillimerum problematum , 
orumque generum , quorum immensam multHu-* 
iinem praebet natura porismatum . Tra gli altri 
problemi di questo Capitolo , vi si troverà risolu- 
to , in due eleganti maniere diverse , quello d'm- 
scrìvere in un cerchio un triangolo^ o anche un 
poligono qualunque , sicché i lati di esso pas^ 
sassero per altrettanti punti dati , nel risolvere 
il quale s' impegnarono grandemente i principali 
Geometri del passato secolo ^ come sarà detto a 
suo luogo, insieme con quello analogo che propo- 
se V Eulero sulla superficie della sfera , e con al- 
tri affini . * 

Il Cap. XXII è poi destinato^ ad un altro me- 
todo anche del Pergola , detto ai Trxisferimento , 
cbe fece egli noto alla stessa Accademia nel 1787 ^ 
e che riesce utilissimo nel risolvere molti altri prò** 
hlemi di sito . 

Finalmente nel Cap. XXIII vi ho compresi 
tanti problemi di sito del genere di quelli che ve- 
nivano trattati ne^ due libri de Inclinationibus di 

« 

Apollonio Pergeo , ma universalizzati , e che il Si- 
gnor JFergola , il quale gli ha elegantemente risoluti^ 
io modo da occultare anche la loro natura trascen- 
dente 9 t^ chiamati delle Jpplicaùoni ( Vegg^ i 
ire opusooli di questo Geometra riguardante un 
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tale argomento , che tro^^ansi inseriti nella Rac-- 

colta da me pubblicata nel 1811 ). Mi ha spinto a 
ciò fare , non solamente la natura di sito ch'essi 
hanno ; ma anche la considerazione che possonsi 
avere come un' nhertosa ed utile raccolta di lem-* 
mi ^ onde risolvere moltissimi difficili prohlcmi di 
posizione anche ipersolidi , ed in forma di prohlemi 
piani . 

Mi resta a dire anche qualche cosa di alcune 
note aggiunte in fine della presente opera , le quali 
mentre che contengono ricerche affini agli argo- 
menti trattati in qualche capitolo di essa , non do- 
vevano però, a rigore di metodo, aver quivi luogo. 
Tal è , per esempio , la nota sul cilindroide de 
Wallis nella quale si recano diverse dimostrazioni 
del teorema proposto dal Parent , per la misura 
di questo solido , ordite nella Scuola del Signor 
Pergola . \ 

Ecco tutto quello che io ho fatto In quest' op- 
perà , che ora presento al severo giudizio del Pub- 
blico • I Geometri decideranno del merito del 
mio lavoro , e gli Artisti dotti dell' utilità , che da 
esso si può trarre , con piii fondamento che da al*» 
tre opere di simil genere finora pubblicate . 

Non mi sono permessa alcuna applicazione 
alla pratica , per timore di non essere troppo su* 
perficiale , o anche inesatto , mancando di quelle 
nozioni di mestiere , che dovevano formare la ba«* 
se di una tale applicazione ; e non volendo altron- 
de , ni permettendomelo le mie assidue occupa- 
zioni , d'' istruirmi pienamente in «ose eh* erano 



aliene da' laiei studj : ho quindi lasciata questa 
parte a coloro che versati nella moderna Geome<- 
tria di Sito , conoscono ancora le arti di constru- 
zione alle quali essa può esser vantaggiosamente 
applicata . 

Dopo tutto quello clie ho finora detto circa 
la distribuzione delP opera , non debbo omettere 
di dir anche qualche cosa del metodo del quale mi 
sono servito nelle ricerche geometriche che vi si 
contengono. Siccome esse appartengono allaGeome* 
tria di Sito, ognuno perciò comprende che il mezzo 
da ben riuscirvi era il metodo degli antichi '^ ed 
io avrò abbastanza dimostrata quest' asserzione , per 
coloro , che non sono atti a sentirne la ragionevolezza 
da loro stessi, recando qui quanto vien detto sulla 
maniera di trattare i problemi geometrici dal dotto 
Geometra Inglese Samuele Horsley , in fine della sua 
restituzione de' libri de Inclinaiionibns di Apollonio: 
Quam vero inconsulto f aduni , qiU in rebus geo- 
metricis veterum Analjrsi posthabiia ad Algebram 
semper confuffunt , is - demwn sentiet , qui Ghe-' 
Uddi constructiones cum hisce nostris confule^ 
rU , Figurae scilicet quot quot sunt lineis con^ 
Oant ve/ pluribus , s^el curva /orlasse una . Li-' 
nearum vero plurium. , ut et partium ejusdem 
oavue variarum , relatio duplex est , quanfiiOte 
^vm distinguuntur , et situ . Meras quanti! atis 
^éaUones , meras autem dico , quae ex situ nul^ 
< modo pendent , optimo certe compen Ho Alge- 
^^ ea:pendit^ et ex notis ignotas mira facilitate ' 
fitmit , .SUus linearwn Varios dignosceie , et cum 
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alias omnes , tum et ipsius quantitatis relaiio* 

nes , si quae ex sita oriwidae , vel tineis ipsisy 

{^eljiguris quas lineae claudunt y intercedunt , 

explorare id , ni fallor , Geometriae munus esU 

la problematibus plerisque solatio ex utraque /v- 

latione pendet , situs dico et magnitudinis , vei 

compendiosius saltem , ex utraque junctim quam 

ex hac s^el illa seorsim efficienda est . Positio^ 

nes vero linearum diversas , intersectiones ^ 

contactus , angulos , flexuras , et quae pluri-- 

ma inde forte consequantur , quae vix Jieri 

poteste ut prudentiorem paullo Geometriam y s^el 

adeant , vel jugiant , calculus saepissime prae^ 

terire solet . Undc haud raro evenit , ut qui ae^^ 

quationibus concinnandis nimium se delectari 

sinunt , exitu operis , quod brevi sane , et nul^ 

lo fere negotio conficiunt , in constructiones aut 

nullas piane incidunt , aut perplexas adeo ^ et 

laboriosas , vi omni prorsus utilitate carearH . 

Algebrae autem is demum legifimus erit in Creo* 

metria usus^ si in rebus calculi solis' acLhibea- 

tur . Ncque tameri Geomeiris auctor essem y ut 

€o studium atque artem potissimum impendant ^ '^ 

ut ad calculujn rem quamque propositam dedu^ ^ 

cant . Immo contrarium suadeo . Constructiones '^ 

enim simplicissimas , et facillimas esse quae ex ^^ 

posiiionibus partium figurae petitae sunt , multi^ 

plex me experi entia docuit . Sed cum indugine '-x 

vite instituta , omnibus datorum , et qnuesito^ 'V 

rum , iam situs , quam magnitudinis ^ reiuiioni^ \ 

bus diligenier peipensis , et tandem suu quasi< • 
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sponte res dei^enerit , ut mero calculo 'ulterìus 

frosequerula sit , nollem sane ^ coeca adeo vene- 

nuione ^ antiqua complecti ,. ut in tali negotio 

recentiora Algehrae^ compendia ingmtus speme" 

rem . Ncque nunus imperite et ineptefaciunt , meo 

quidem judicio , qui in rebus calculi Algebra uii 

nohmt , quam qui in rebus graphicis , Geome^ 

tria , id est grapkices scientia , mulium valere 

fussa^ maxima quaeque problemata mero calcu-^ 

lo a^ressi , Geometrarwn munere praeclare se* 

defunctos existimant , dummodo aequationes ut^ 

cunque concinnas^erint • 

Ma se r Horsley voleva mostrar la superio- 
riììk della Geometrìa sulT Analisi nelle soluzioni de' 
Problemi delle Inclinazioni, col semplice confronto 
di quelle cV esso ne aveva recate, per le vie della 
Sintesi a quelle poche , che colP Analisi moderna ne 
aveva date il nostro Ghetaldo, le quali non pertanto 
coDduoeraDo a risultati conslruihili; che non dovremo 
mo dire noi al presente , che si pensa, che una qui- 
stìime geometrica non sia ben risoluta , se non 
filando meno di Geometria in essa vi appare ; 
<nid'è poi che la sua construzione riuscendo dif- 
ficile a ravvisarsi , non più vedendosi le tracce 
iàSf orditura geometrica inviluppata in mezzo ad 
dialitiche espressioni delle locali del Problema , si 
Àhaadona la risoluzione di questi alla semplice equa- 
ime y trasg^redendo quel precetto delle greche 
acacie cioh che Problema est propositio in 
f*e aliquid proponitur faciendum et construenr 



dum (*). E talvolta ne pur si perviene all'equazione, 
spaventati dalla lunghezza di essa , prodotta dal fre- 
quente e necessario uso delle eliminazioni , o pur 
una se ne ottiene , dalla quale mai più la natura del 
Problema , se non per lunghi giri , e metafisiche 
ricerche non si può rilevare . E di tutto quello che 
poc* anzi ho detto sono varj gli esempj nelle opere 
de' moderni colti autori della Geometria Analitica. 
A costoro che sono fuori del cammino geometrico 
potrei ricordare -, che il sonima Eulero non pen- 
sava com' essi , e che al contrario forte insisteva 
che un problema fosse compiutamente construi- 
to , e con eleganza , per dirlo risoluto . In fatti 
nella a*. Parte del volume dell' Accademia di Pietro- 
burgo per l'anno 1780 , troviamo detto dal Leseli^ 
che quest' insigne Geometra , parlando della solu- 
zione del Problema del Cramer fatta colla moderna 
analisi dal Lagrange, si duole^ che le espressioni alle 
quali questo sommo Analista, con una destrezza ve- 
ramente ammirabile , e degna del suo perspicace 
ingegno, erja pervenuto , non erano forse construibi- 
li . Ed eccone in comprovazione le parole stesse dc\ 
Lexell : Cum illustris Eulenis de hoc problemaie 
sermonem injiciens , dixi^set se dubitare ^ utrum 
ista solutio analitica illustris de la Grange^ quaìn 
in 'iKdumine Actorum Berolinensium , prò anno 
1776 recensuit ceL Castillon , ad aliquam ex^ 
peditam , et concinnam constructionem geometri-* 



(♦) Pappo Collect. Math. Lib. III. in princ^ 



xxxvii 
Cam perducat , id qiiidem me permovit lU disqui- 

rerem \ utrum ejusmodi constructio inde derivarì 
passit 9 nec ne . Ed allrove io stesso Eulero in un 
altro volume della citata Accademia, per Tanno 
1^^, iu occasione della soluzione eh' eg^li ivi dà 
del Problema de' tre cerchi da farsi toccare da 
un quarto , ripiglia : Verum quìa hoc Problema 
est geomefìicum , non tam calculus numericus , 
quam constructio geometrica desiderari solet\ il 
che se avessero veduto alcuni moderni analisti , non 
si sarebbero azzardati a produr fuori le loro solu- 
zioni del suddetto problema , come han fatto . 

E tutto il fin qui dichiarato potrà bastare a 
giustificare la ragiouevolezj^a del metodo da me im- 
piegato nella presente opera , per le già dette geo- 
metriche ricerche. 

Quantunque però , come si è detto , le ricerche 
di sito sieno riluttanti a' metodi della moderna Ana- 
lisi ; pur tuttavia la teorica de' luoghi geometrici , 
che con questi rèsta mirabilmente trattata , e gli 
sforzi grandissimi , che si sono fatti da' moderni 
Analisti , per sottomettere quelle al vasto dominio 
dell' Algebra , meritano di essere conosciuti da 
chiunque coltiva le Matematiche a' di nostri . E 
perciò , che mi sono impegnato a raccorre tutte 
quelle ricerche analitiche di sito che meritano di 
esser conosciute , perchè contribuiscono al perfe- 
zionamento delie Matematiche , in un altro tratta- 
lo , che col titolo di Saggio di Geometria Ana- 
litica di Sito pubblicherò in appresso . 



GEOMETRIA 

DI SITO 



SUL PIANO, E NELLO SPAZIO. 



OSFINIKIONI , B NOZIONI PRELIMINARI. 



1. JLii 



1. lìef. 1. JLio spazio é un'estensione di tre dlmen* 
sionì illimitata , e similare . 

2. Scoi. Da questa definizione dello spazio , e 
dall^ altra del piano data da Euclide , considerandolo 
però come interminato , risulta , cbe le parti di un 
piano , e quelle dello spazio sieno indìscemijbili \ che 
perciò niuna delle cose esistenti in ciascuno di essi si 
potrd distinguere rapportandola alle loro parti ^ o sia 
queste non potranno mai essere un mezzo da far di- 
stìnguere r uno dair altro due oggetti geometrici iden- 
tici , cbe si trovino in essi . 

3. Def. II. Per iito o posizione di un oggetto geo- 
metrico , in un piano , o nello spazio , s* intende la 
determinata ed invariabile maniera di esistere di un 
tal oggetto , per rapporto ad aitile cose geometricbe , 
che sono già stabilite nel piano stesso , o nello spazio 
medesimo . 

Siffatta maniera di esìstere , appartenendo a quel 
tale oggetto , non può competere , cbe ad esso solo , 
per rapporto alle cose geometricbe fissate ; e quindi è 
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incomunicabile a qualunque altro oggetto non 8uppon« 
gasi essere nello stesso luogo del proposto . 

4. Scoi* Le cose geometriche fissate , per ìnezzo 
delle quali si vuol conoscere il sito di un oggetto geo- 
metrico 9 convien che sieno le più semplici eh' è possi- 
bile \ per cui se trattasi di determinare il sito di una 
cosa geometrica nel piano , non possono essere che 
punti , o linee rette \ e trattandosi di determinarlo 
nello spazio possono essere anche piani • 

Similmente gli oggetti , che si vogliono determi- 
nare , cioè de' quali si vuol conoscere il sito ^ se ciò è 
nel piano , possono essere o altri punti , o linee , o 
figure piane di qualsivoglia specie : e nello spazio pos- 
sono inoltre essere anche superficie di qualunque solido 
o pur linee risultanti dall' intersezione di queste . 

5. Def. 111. Un oggetto geometrico si diri Dato 
'di sito in un piano , o nello spazio , se siasi geome- 
tricamente definita T invariabile sua maniera di esiste- 
re cogli altri oggetti fissati nel piano stesso , o nello 
spazio ; e quindi se esso si può geometricamente esibire, 

6. Def, IV. Gli oggetti fiissati nel piano , o nello 
spazio , da' quali risulta il sito di un altro , dicoosi i 
determinanti del sito di questo 
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Db^ BSTBRicurum miL sito db* rvsri , delle liheb ^ x 

DI ALCUHE FIGURE HEL 9IAN0. 



►<«>. 



PROF. I. TEOR. 

7. Se sono fissati -due punti in un jnuno , sarà 
dato il sito j e la grandezza della retta che gli con- 
giugne . 

Ciò è manifesto dalla precedente definizione 3 , e 
dal postulato primo di Euclide . 

PROF. IL TEOR. 

S. Se é dato di sit9 un punto in un piano , sarà anche 
data di sito la circonferenza di quel cerchio , che ha per 
centro un tal punto , ed un raggio di data grajidezza . 

Imperocché non potendosi descrivere , con cpel 
centro ed intervallo , che un solo cerchio \ è chiaro , 
che la circonferenza di questo ha , per rapporto al suo 
centro , una determinata maniera di esistere , la (piale 
è incMjllttnicdLile m qualunque altra circonferenza si 
dwo^^ col centro stesso ; che perciò essa dovrà esser 
^kS. sito ( def. 3. ). 
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PROF. III. TE OR. 

g. Se é dato in un piano il sito di due linee ^ che 
s* intersegano ; saranno anche dati di posizione i punti 
del loro scambievole incontro • 

Ciò è cLiaro dalle definizioni 2.- e 3. ; ed è poi 
stato assunto più Tolte dall' accuratissimo Euclide ne^ 
suoi Elementi , e lo è continuamente da tutr i Geo- 
metri nelle construzioni de^ Problemi , che da essi si 
risolvono • 

PROF. IV. TEOR. 

io. Se in un piano sieno fissati due punti ; sarà 
dato di sito queir altro punto , che serba distanze da^ 
te da ciascuno dì esjii • 

Poiché essendo date le distanze di questo terzo 
punto da ciascuno de' fissati , saranno date di sito le 
circonferenze di que' cerchi , che hanno per centro i 
punti fissati , e per raggi rispettivi le distanze date 
(p.i. ), in ciascuna delle quali , com^ è chiaro, dev^ esi- 
stere quel terzo punto : che perciò questo sarà uno 
di que^ due ne' quali s" intersegano tali circonferenze ^ 
e quindi sarà dato di sito (/>. 3. ). 

11. Cor. Adunque sarà dato il sito di un punto 
in un piano , per rapporto ad una linea retta , che si 
è in questo stabilita , se tal punto serba distanze date 
da ciascuno di due altri , che si fiMno in quella retta. 

13. 15*00/. I due punti dati , e le distanze date sono 
i determinanti del sito di un punto sul piano (^i.4*}* 
Queste distanze debbono però essere tali , che i cer- 
chi con esse descritti , e che sono le" locali del pua* 
to da determinarsi , o s' inlcrseghino , o almeno si toc^ 



«BOXETmiÀDISITO* 5 

cUno ; il elle è &cile a rilevarsi quando abbia luogo. 
In appresso non si farà menzione di questa suscet- 
tibilità de' dati , quando e5;»a si rileva con facilità dar 
gli Ellementi . 

PROF. V. TEOR. 

lì. Se i tinto in un piano il sito di un punto per 
rapporto ad un linea retta fissata in esso j doterà essere 
anche dato : L il sito e la grandezza della perpendi- 
colare j che da tal punto si abbassa su quella retta ; 
//. il sito della parallela che a questa si tira per un 
tal punto \ IIL ed il sito e la grandezza di qualunque 
retta s" inclina alla proposta in un angolo dato , e 
passa per lo dato pìsnto • 

Part» 1 . Imperoccbè se , centro A , il punto data 
(fig. 1.)) intervallo qualunque AD, ( il punto D 
si suppone preso al di là della retta BC } si descri- 
va il cerchio EFD *, saranno dati di sito i punti E , F 
Be' quali s" inlersegano il cerchio e la retta (p,'i. ) -j e 
quindi di aito , e di grandezza la retta EF (/». i. )) ^ 
perciò di sito il suo punto medio G. Laonde sarà data 
di sito , e di grandezza la retta AG , che unisce i due 
punti dati A , G (/>.i. ) , la quale è perpendicolare al* 
la BC ( i^.El. i.). 

ParL a. Inoltre poiché dal punto A non si può 
condurre alla AG , che una sola perpendicolare AL \ 
perciò sarà dato il aito di questa per rapporto alla AG 
(</. 3. )# ® quindi per^ rapporto alla BC , alla quale 
essa AL è parallela • 

Part. 3. Ed inclinandosi da A sulla BC una retta 
AH in un dato angolo ; sarà data queir unica por- 
zione di cerchio , che si può descrivere sulU AG , da 
una delle sue parti , capiente un tal angolo ( d, 3. ) : 
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quindi sari dato il sito del punto H , ove la circonferenza 
dì tal segmento intersega la BC ( />. 3. ) ; e perciò la 
xetta Aìl sarà data di sito , e di grandezza (p. 2. ) . 

PROF. VI. TE OR. 

1^, Se in un piano sieno fissate due rette , le qua^ 
li s"* inclinino ] sarà dato t angolo che comprenderfumo 
incontrandosi • 

Poiché sono date di sito le rette AB , AC (fig.^,) 
cbe s^intersegano , sarà anche dato di sito il punto A 
ov* esse s' incontrano ( p* 3. ) : laonde se si prenda in 
una di esse AC la parte AD di una data grandezza ^ 
sarà dato di sito il punto D , e perciò anche di sito 
sarà data quell^ unica perpendicolare D£ , che da tal 
punto si può elevare sulla AC , verso quella parte di 
essa ov'è T altra retta data AB. Adunque sarà anche da- 
to il punto E ( p3. ) 9 e quindi la DE avrà una data 
grandezza . Che perciò nel triangolo AED essendo 
dati i due lati AD , DE intorno all' angolo retto in 
D , si potrà esso construirc , e cosi resterà determina- 
to r angolo in A , eh' è quello compreso dalle rette 
date di sito . 

i5. Scoi. Anche la conversa di questa Proposizione 
è vera , cioè : che se due rette comprendonoun dato an^ 
golo ^ dovrà V una esser data di sito per rapporto alV oL- 
tra ^ vale a dire dato il sito dell' una , sarà anche da*- 
to quello deir altra : e la ragione è chiara . Poiché 
nessun' altra retta tirata per lo vertice di quell' angolo, 
e verso la parte stessa , per rapporto ad uno de' lati 
di esso , ov'é l'altro lato , può comprendere con quello 
V apgolo stesso , che vi comprendeva que^o . 
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PROF. VII. TE OR. 



\6. Se in un piano sieno fissate due rette ad ango^ 
lo ; sarà dato il sito di ogni punto , di cui è data la 
distanza da ciascuna di esse . 

Sieno AC , AB tali rette {fìg> 3. ) , e dal punto 
dato A , ove s' intersegano , s^ intendano elevate su di 
esse respetti vamen te , e dalla stessa parte , le per pendii 
colar! AD , AE uguali la prima alla distanza ^ che un 
punto si suppone serbare dalla AB , e T altra a quella 
che lo stesso serba dalla AC ; saranno dati di sito i 
punti D , E : laonde anche di sito saranno date le pa- 
rallele DM , EN tirate per que' punti alle AB , AC 
respettivamente (/>. S. part. 2. ) ; e perciò sarà dato per 
rapporto alle AB , AC il sito del punto X , ove queste 
s* intersegano (/»• 3.) : il qual punto è il proposto . 

17. ScoL Se r angolo delle AB , AC fosse retto, 
le AD , AE verrebbero ad esser tagliate vicendevol- 
mente sulle AC , AB ^ ond* è che T esibizione del pun- 
to proposto riuscirebbe più semplice : che perciò tutte 
le volte , che le due rette ad angolo alle quali si rap- 
porta un punto , di cui si vuole esibire il sito , si 
possono prendere ad arbitrio , giova prenderle ad an- 
golo retto • 

18. ScoL 2. Queste rette di sito AB , AC , poste 
ad angolo , diconsi ordinariamente assi^ o direttrici \ e si 
ii loro il nome di ortogonali o obbliqui y secondo che 
comprendono nn angolo retto > o pure obbliquo . 
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PROF. Vili. TE OR. 

ig. Se sieno dati tre punti in un picino , sarà dato 
il sito e la grandezza di quel triangolo , che si ottiene 
congiugnendoli , e sarà di pia data la sua specie , cioè 
gliescne potrà costituire uà altro simile • 

loiperoccliè essendo dati di sito que^ tre punti ^ sarà 
data di silo, e di grandezza la retta che unisce due di 
essi (/9. 1.)) come anche la grandezza della perpendico^ 
lare che si abbassa su tal congiungente dal terzo punto 
{p.5. partii.): e queste due rette sono la base e T al- 
tezza del triangolo che si ottiene congiugnendo i tre pun- 
ti dati ; che perciò la sua grandezza sarà data (3 7. EL 
1. ) : e sarà anche dato il sito di esso ; poiché è dato 
quello di ciasun suo lato. E siccome questi comprendono 
angoli dati (/'•6. ); ai potrà perciò construire un trian- 
golo simile al predetto j e quindi esso sarà anche dato 
di specie . 

ao. Cor. Adunque sarà dato di sitOy di grandex- 
za , e di specie quel rettilineo , che risulta dal congiugne^ 
re pili punti dati in un piano , ire de'* quali non sieno 
mai per dritto , ciascuno una sola volta con un altro : 
poiché si é dimostrato che di sito , grandezza e specie 
sono dati quc' triangoli ne^ quali un tal rettilineo si 
divide . 

SCOLIO GENERALE. 

!ii . Le poche verità che si sono stabilite sulla teori- 
ca del sito nel piano de' punti , delle linee , e di quel-» 
le figure di cui trattasi negli Elementi della Piana , so- 
no suiQcienti a far acquistare un" esatta nozione del si- 
to nello spazio , di cui or ora passeremo ad occupar- 
ci ; che perciò eccederemmo inutilmente il nostro sco- 
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po rapportandone delle altre , che da queste si deri- 
vano y e che sono necessarie ad apprendersi da coloro, 
cbe -volessero occuparsi con successo della soluzione 
de* problemi cosi detti di sito , difficili a risolversi con 
l** antica analisi ; ma molto più riluttanti a^ metodi 
de^ moderni , che spesso riescono infruttuosi (*) . 



(*) Chianqne si ha formata un' idea della diverga natura de' 
problemi geometrici , e che si sarà anche esercitato in risolverne, 
dovrà esser persuaso della difficoltà che s* incontra in trattare 
coir analisi algebrica anche que' problemi di sito , de' qaali faci- 
li ed eleganti soluzioni si possono ottenere , per mezzo dell' ana- 
lisi degli antichi . Del resto per convalidare la mia asserzione , 
clki non sa quanto il Leibnitz abbia fatto per istabilire 1* analisi 
de' aiti , e quanta giusta ragione abbia avuta dopo ciò il perspica- 
cissimo à* Alembert nel dolersi , che malgrado i tentativi di si 
grand' aomo nulla o pochissimo si era conseguito per 1' oggetto 
cercato. E quantunque posteriormente il La Grange e molti altri 
iosieni analisti moderni sianil validamente cooperati , per sottopor- 
te , anche per questa parte , la Geometria all' Algebra ; i Geometri 
però non potranno esser paghi interamente di queste loro fatiche, 
ae i risultameuti a' quali conduce la modernissima Analisi di Sito , 
non sieno capaci di una facile ed elegante cpnstruxione ^ ooine 
spelli che in snn;li casi offre la Ocometrta . 
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34- Scoi. E facile V accorgersi , che il concetto del- 
la precedente definizione possa esttinclersì , e quindi 
eversi una retta per parallela ad un piano , s' essa è 
parallela a qualunque retta tirata in questo . 

SCOLIO GENERALE. 

35. Per le senienti ricerclie supporremo staLilllo un 
piano nello spazio come termine' di rapporto degli og- 
getti geometrici , che in questo si vogliono fissare, cioè 
de' quali si vuol determinare il sito . Una tal suppo- 
sizione non è immaginaria , ma reale : poiché iu na- 
tura si può sempre prendere per questo piano V oriz- 
zonte di un dato luogo della terra. Quel tal piano suo« 
le perciò chiamarsi oriKXontale \ e dicesi verticale ogni 
altro piano perpendicolare ad esso 9 e del quale è da- 
to il sito , com* è chiaro , se è data semplicemente la 
sua comune sezione col piano orizzontale . Parimente si 
dovrà avere come un piano fissato nello spazio , e che 
si potri perciò anche prendere come termine di rap- 
porto degli oggetti , che si vogliono in questo rap- 
presentare , ogni altro piano di cui è data la cernirne 
sezione col primo , e T angolo sotto cui s' inclina quel- 
lo a questo . 

Inoltre la projezione di un punto , eh' è nello spa- 
lto ^ sul primo di tali piani , si dice projezione orizzon^ 
tale ; e s' essa è sul piano verticale , si chiamerà profc» 
Mtone verticale . 

PROF. IX. TEOR. 

36. Se è data la projezione di un punto , cK è nello 
spazio , sopra un piano ìli sito , e V altezs^a di esso su 
questo ] sarà dato il. sito dì un tal punto • 
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Impercycclic un tal punto non potrà essere , che 
quel solo , che vien rappresentato dalP estremo della 
perpendicolare innalzata sul piano di sito dalla proje* 
zioue data in esso , ed uguale all' altezza data ; che per* 
«iò^ dovrà esser dato di sito ( <2. 5. ) . 

PROF. X. TEOR. 

3^. E dato il sito di urr punto nello spazio , se ne 
sorta date le projezioni su due piani , cAe s^ incon^ 
frano • 

■ 

Rappresenti A {figA') ^^ punto , di cui sieno date 
la proiezioni a, a su i piani LN , LP , che s'intersc»* 
{ano nella retta LM. È chiaro che se per le Aa , ha , 
che sono le altezze rispettive di quel punto su que^ 
ptaoi di projezione , s^ intenda passare un piano , que- 
sto dovrà esser perpendicolare a' due LN,LP (iS.jF/.xi.)} 
e «jutndi le sue comuni sezioni A'a, A a' con questi , do* 
Tendo essere anche perpendicolari alla LM (ig.f/.xi.)^, 
comprenderanno T angolo d* inclinazione dell' un piano 
ali* altro (^def. 4* El, xt. ). Adunque nel quadrilatero 
Aa A'a vi £iran dati tutti gli angoli , e di più ì lati 
A! a y Ka intorno ad un di questi : che perciò esso pò- 
irii geometricamente descriversi 3 ed in tal modo ver- 
ri ad esibirsi la Aa , o la Aa , cioè 1* altezza del pun* 
to A su di uno de' piani di projezione . Laonde questo 
puato dovrà esser dato di sito (/'• 9» ) • 

38. Cor, I. Se mai i piani di projezione LN, LP fos- 
sero ortogonali , in questo caso sareU>e retto T ango- 
lo a AV; e quindi un rettangolo la figura ikaKd ; adun- 
que sarà Aa uguale ad a'A\ ed Aa uguale ad aA', cioè; 
£* altezza del punto A su di uno de^ piani ortogonali 
di projezione , è quanto la perpendicolare^ , che dalla prò* 



ij -«EOMETRIÀDItlTO. 

jexione di esso sulT olirò di tali piani si abbassa *siMa 
comune sezione loro . Laonde in questo caso resta facili» 
tata moltissimo T esibizione del dato punto da* suoi de« 
terminanti espressi nel presente teorema. 

39. Cor, 2. E quindi se i punti A , C sieiio ugual- 
mente alti sul piano di proiezione LN , anche le loro 
])rojezioni a , e svlV altro di taU piani dovranno esse» 
re ugualmente alte sulla LM : che perciò la retta ac 
che le unisce sarebbe parallela ad essa LM ^ Tale a 
dire , che : Se una retta è ^ parallela ad uno de"" piani 
ortogonali di projezione ^ la sua projezione sulV altro di 
questi , è parallela alla comune sezione loro . 

40. ScoL 1. Volendosi trasportare la projezione a 
{fig. 5. ) di un punto A , da un piano NP obbliquo al 
piano LN , su cui , del punto stesso xC è data V altra 
projezione a , ad un piano LP perpendicolare a que- 
sto : bisognerà prima determinare la Aa , per mezzo 
della constrùzione esposta nel teorema » ed indi M^ 
rare da a la aM perpendicolare alla LM , eh' è la co* 
mune sezjone de' piani LN , LP ; poi elevare su di essa 
LM , dal punto A e nel piano LP , la perpendicolare 
J^d ugiìiale alla Aa ^ sarebbe a la projezione cercata. 

4i. Scoi. 2. Che se la projezione a del punto A 
vogliasi trasportare , dal piano NP obbliquo all' altro 
LN , suir altro piano LP che s' inclini allo stesso LN 
in un angolo dato Q : bisognerà anche determinar pri- 
ma la Aa , poi abbassare da a sulla ML , eh' è T ia^ 
tersezione di questo secondo piano di projezione con lo 
stesso LN y la perpendicolare aK j ed indi presa su 
di un lato dell' angolo Q la QR uguale a questa aA' y 
elevarli dal punto R la RS quanto la aA , e dal punto 
S abbassare suU' altro Iato dell' angolo stesso la per^ 
pendicolare ST : si rileverà facilmente , che se dal puA-» 
to A' si elevi sulla ML , e nel piano LP> la perpendi- 



I 
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colare Ad uguale alla QT ^ il punto a! ssotk la proje- 
sione del punto A su questo piano • 

£ld ognuno potrà rilevare da quello che si è detto 
in questi due scolj , e nella def* 7. , in qual modo si 
possa trasportare da un dato piano di proiezione su di 
un altro la projezione di una retta . 

4a Cor, Da' due Scolj precedenti si rileva anche ^ in 
qual modo data la projezione di un punto su di un pia« 
no , e la sua altezza su questo , si possa determinare 
la projezione di un tal punto su di un altro piano po- 
sto ad angolo con quello • 

PROP. XI. TEOR. 

43 È dato il sito di un punto nello spazio , se sono 
date le distanze , M esso serba da tre piani che s* ài- 
ecsUrano scambievolmente sotto dati angoli • 

Imperocché essendo date le distanze Aa , Aa" 
( J^' ^ ) t ^^^ ^^ punto proposto A serha da' due pia- 
ni LN j NP i quali s* inclinano in un angolo dato } 
nel quadrilatero AaA"a" , che si ottiene abbassando , 
^lle projezioni a , a del punto A su que* piani , le 
perpendicolari a A" , a A" sulla loro comune sezione 
MM j ed intendendo congiunte le Aa , Aa" , vi sa- 
nn dati tutti gli angoli , ed i lati intomo all' ango- 
lo A" ) che perciò esso si potrà geometricamente de- 
scrivere , e quindi sarà data la aA** • Similmente si 
ciìmostrerà , eh' essendo date le distanze Aa , A^ ' , che 
lo stesso punto A serha da' due altri piani dati NL , 
LP , sia pur data la aA'. Adunque saranno date le di- 
stanze che il punto a serha dalle due rette ad angolo 
IrlN , ML ; e quindi sarà dato il sito di un tal punto 
nel piano LN (^•70- Laonde del punto A ^ eh' è nello 
spazio y n' è data la projezione a su di un piai|0 LN di 
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sito : è poi anche data V altezza aA di esso su tal 
piallo^ perciò il suo sito sari dato (/>. 9. ). 

44- ^or- Dall* determinazione del presente Teore- 
ma si rileva , ctie : Se sono date le distanze che un 
punto nello spazio serba da due piani che s** inclinano 
tn un angolo dato , saranno anche date le distanze 
che le proiezioni di que^ punti su questi piani serbano 
dalla loro comune sezione . 

PROF. XII. TEOR. 

45. Se sono date ^ su di un piano ^ le projezioni di 
due punti , e le loro altezze rispetti%fe su tal piano ; 
S€wà dato il sito della retta che passa per essi . 

Imperocché sono dati di sito due punti pe'quali es» 
sa passa , e per gli quali non Te ne passa che una 
sola j che perciò tal retta dovrà essere data dì sito 
(d.5.) . 

PROP/XIII. TEOR. 

46. Una retta è data di sito nello spazio , se sono 
date le sue projezioni su due piani che $* incontrano. 

Poiché, si prendano in una delle projezioni dV {/ig-i) 
di tal retta nel piano LP i punti a , b\ da' quali si 
abbassino sulla * LM le perpendicolari a A' , b'B' j poi 
da* punti A', B! sì elevine alla stessa LM , neir altro piano 
LN , le perpendicolari A'a, B'b sino alla projezione ab 
della retta stessa , in questo piano : i punti a , b rap» 
presenteranno le proiezioni sul piano LN di que* punti 
della retta proposta , che avevano per loro rispettive 
projezioni sull* altro piano di projezione le a\ V, Adun- 
que essendo date di ciascuno di tali punti le rispettiva 



proiezioni su due piaoi. che s" incontrano , ne sarà da« 
to il sito {p. 10. ) ; e quindi sarà data di sito la ret- 
ta che passa per essi (p. la. ) • 

SCOLIO GENERALE. 

47. Si é Teduto ne^num. 36 , 87 , 4^ 1 4^» ^^^ i 
determinanti di un punto nello spazio sono , o la sua 
projezione su di un piano di- sito , e V altezza sua su 
di questo , o pur le projezioni su due piani ad ango- 
lo • Similmente , che i determinanti di una retta nello 
spazio sono , o le projezioni di due suqi punti su di un 
piano , e le loro altezze rispettive su di questo , o pur 
ie projezioni di tal retta su due piani ad angolo. 

Or i primi due di tali espedienti , cioè quelli de^num. 
36 e 45 9 s<mo da posporsi ai secondi ( 37 e 46) 9 poiché 
prim ieramente questi , e non già quelli danno una gran- 
dissima facilità nelle construzionì ^ e poi se fossero molli 
i punti dati, a diverse altezze su di un piano, potrebbe fa- 
cilmente col primo metodo ( 36, e 45 ) prodursi confusio- 
ne , e scambiarsi T altezza di un punto con quella di un 
altro , noD esistendovi connessione alcuna , né ordine tra 
le projezioni di que' punti segnati nel piano di projezio- 
ne , e le loro altezze esibite a parte • Aduoque i Geo-- 
metri , e gli Artisti in pratica hanno sempre presi per 
determinanti del sito di un punto , o di una retta nello 
spazio le loro projezioni su due piani ad angolo ; che 
perciò ogni qual volta in appresso si dirà esser ' dato 
nello spazio il sito di un punto , o di una retta , do- 
vrà intendersi , che ne sian date le di loro projezioni 
su due piani , che s'inclinano in un dato angolo . Sic- 
come poi riesce più facile il ricavare da questi deter- 
minanti il sito di tali cose geometriche nello spazio , al* 
lorché i piani di projezioni sono polli ad angolo re^ 



ift eEOMBTIilADISITO* 

to , come si è già veduto di sopra ( 38 ) , e clie aU 
fronde tal supposizione non deroga alla generalità del- 
le construzioni , potendosi nella maggior parte de" casi 
prender questi piani ad arbitrio \ si suole perciò sce- 
gliere questa posizione per tali piani • 

Affinché però non mancasse in qualclie caso il mez* 
zo di fare altrimenti , abbiamo ne* numeri Ìj e 4^ espo* 
sta la maniera di determinare il sito di un punto nello 
spazio , per mezzo delle sue pfojezioni generalmente , 
cioè supponendo cbe i piani di projezione fossero obbli* 
qui ; ed abbiamo di più anche mostrato , in qual modo le 
proiezioni di un punto , e di una retta si possano da un 
piano obbliquo ad un altro trasportare su di un piano 
perpendicolare a questo (4o) ^ ed in appresso non trala- 
sceremo di dare i mezzi conveneroli onde eseguire su i 
piani ^ projezione obbliqui quelle cotistruzioni di yarj 
Problemi di Geometria di sito che risolverenu) , e che 
per le ragioni poc* anzi dette , ed anche per metodo 
eseguiremo su i piani ortogonali. 

48. Di più dovendosi, per gli usi pratici rappresentare 
le due projezioni in disegno su di uno stesso foglio di 
carta , o su di una medesima aja , si sono perciò de« 
terminati gli artisti a supporre , che il piano verticale 
fosse abbattuto . La projezione verticale è dunque sem* 
pre disegnata su di un piano , che fa una continuazio* 
ne coir orizzontale , e per farsi un* idea dell* oggetto 
disegnato , bisogna immaginare , che una convenevol 
rivoluzione in senso contrario a quella , che il piano 
verticale ha dovuta fare per abbattersi , lo rimetta nel 
suo primiero sito. Ciò posto per distinguere bene il pia- 
no orizzontale dal Verticale abbattuto cop esso , si suole 
segnare con una linea più forte la . comune sezione de"" 
piani di projezione nel disegno . 
' Cosi la projezione verticale db* di una rètta AB 
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(/^. 4-) esistente nello spazio, non si esegae realmen- 
te sul piano Terticale PQLM nel suo Tero sito ^ ma si 
lene sulV altro P'Q'LM , che rappresenta quello abbat- 
tuto coU^ orizsontale LMNO . Una tal disposizione , 
indipendentemente dalla ragione poc^ anzi addotta , e 
dalla faciliti di ef;ecazione che de al disegno , ha an- 
cora iJ vantaggio di abbreviare la determinazjlone delle 
projezionf . Supponendo in fatto , che i punti a, d sieno 
le rispettive proiezioni del punto A su i piani LN, LP', 
é chiaro 9 che le perpendicolari * abbassate da esse sulla 
comune sezione LML de piani di projezione , le quali 
debbono concorrere in uno stesso punto A di questa , 
continuando ad avere un tal sito per rapporto alla LM, 
anche quando il piano verticale si è abbattuto^ verran* 
no a formare una sola linea • Vale a dire , che : Es^' 
serido data la projezione di un punto su di uno de'* piani 
di projetione , la sua projezione sulP altro di questi ab- 
battuto col primo esisterà nella perpendicolare indefinita j 
che dalla projezione data si abbassa sulla comune sezione 
d^ piani di projezione . E perciò se quesr altra projezio- 
^ne defesse anche esistere in una retta di sito tirata in 
quest* altro piano , essa sarebbe quel punto , ove una 
tal retta è incontrata da quella perpendicolare. 

Tutto ciò che in questo numero si è detto per gli 
piani ortogonali di projezione , si deve intendere an- 
che quando essi sieno obbliqul . 

49- Bisogna inoltre avvertire , per la facile intelli- 
genza delle seguenti construzioni , che a fine di ren- 
dere pia concepìbili in disegno le diverse parti di ognu- 
na di esse , e talvolta anche per rendere piik agevole 
la maniera di esprimerle , adopreremo le lettere ma- 
joscole A , B , ec. per indicare i punti esi$tenti nello 
tpaaio 9 e queste stesse segnate con una virgoletta a 

dcslm . che Biud dirsi ùfitce . come A'^ V , ec. dinote» 

3 
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ranno i punti allogati nella comune seiione de^ piani 
di proiezione . Inoltre t plinti esistenti nel piano oriz<>' 
contale saranno dinotati colle lettere pìccole a , i , ec. ; 
e quelli che troTansi nel piano verticale , dalle stesse 
con un apice , nel seguente modo a , V , ec. : ed ogni 
punto nello spazio , e le sue projezioni , come anche 
queir altro in cui la retta che unisce queste intersega 
la comune sezione de* piani di projezione , quando 
r uno ai suppone abbattuto coir altro ^ verranno sem- 
pre contirassegnati da una stessa lettera variata però 
nella guisa poc* anzi detta ^ in modo tale , che se quel 
punto era dinotato con A , le sue projezioni saranno 
espresse da i» , ^' , e da A' V intersezione della retta 
tu^ con la LM . Finalmente ad oggetto di rendere meno 
complicate le figure , e più intelligibili le soluzioni , si 
é sempre supposto , che ciò che deve aver luogo in 
ciascun Problema succeda in un solo de^ quattro angoli 
de* piani di projezione indefiniti ; la .qual supposizione 
SiuUa detrae alla generalità dell* esibizione del quesito, 
e non toglie i mezzi da fare diversamente , quando ciò 
non ^i «weri . 

PROF: 2LIV. TEOR. 

So. Se sono date le profezicmi di una retta su due 
piani che s'incontrano ; saranno determinabili da queste 
i punti ov* essa gV incontra . 

'Cos. 1. Dinoti LM (Jig- 6.*) la comune sezione de^ 
piani di projezione , che suppongansi primieramente 
ortogonali, ed oc sia la proiezione oriz'zojitale di una 
retta , eh* è nello spazio , la quale projezionf? incontri 
la LM in B', dy ne sia la verticale. Dovrà una tal reta- 
ta esistere nel piano verticale che passa per oc {e i./?.^.); 
che perciò essa dovrà incontrare i* altro piano di pro- 
jezione nella perpendicolare ISlf elevata dai jpuulo B' 



sttDa LM , nel piano verticale ^ poiché qiiesU perpendi* 
colare Tiene ad essere la comune sezione - del piano 
▼ettiòale ai proje^ione col poc^ anzi detto piano verti- 
cale in cui esiste la retta proposta {ig.ELXL). Ma que* 
sto punto d'incontro deve trovarsi anche nella ab* f 
mentre quella retta , e questa sua projezione esistono 
in un piano stesso . Adunque il punto cercato sarà 1* inu 
fersezione y della B'6' colla dly . E similmente se dal 
punto O ove la retta ab* incontra lai LM sr elevi a 
qaesta-ki perpendicolare Ce , nel piano oriateonlale, 
il punto e ove siffatta perpendicolare intersega la ac 
sari rincontra della retta proposta col piano oriz- 
zontale • 

Ca$. a. Sieno ora obhliqui i piani di projezione LN^ 
LP {^fig-'i- )• E poiché il punto ove la retta proposta 
incontra uno di tali piani LP deve ritrovarsi non sola- 
mente nella projezione aB di tal retta su questo piano; 
ma anche nella comune sezione del piano stesso coli* 
altro pefperidicolare ad'LN condotto per afr-, nel qua- 
le la retta proposta esiste (e. 1./1.8. ); dovri percitb 
quel punto d^incontro -esser ^intersezione di questa co- 
mune sezione colla atl , Non deve dunque farsi akro, 
che mostrare come possa determinarsi tal comune se« 
BÌone . A tal uopo si prenda nella LM un punto E' ad 
arbitrio , e da esso gli si elevino le due perpendicola- 
ri E'e , Ke' ne^ due piani LN , LP respettivamente , e 
la prima di queste si produca fino alla aò , I* altra s^n- 
tanda prolungata fino ad incontrare in e la comune se«- 
zione che si vuol determinare. Ed essendo il piano eEV 
perpendicolare alk LM ( ig.SLI. ) , e quindi al piano 
LN ( iS.XI. ) al quale è anche perpendicolare queir aF- 
tro cha si è supposto passare per la ab \ dovrà la lo- 
ro comune sezione ee esM» anche perpendicolaiTe allo 
stesso piarne hS ( 19- xi. ) 9 <^be perciò V angolo e e B' 
é retto. Laond e nel triangolo rettangolo e'eE* essen*- 
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do dato r angolo eEV , eh' è T inclinazione de* pia- 
ni LN , LP y ed il lato E e , si potrà osso geome* 
tricamente construire , e quindi si esibirà la sua ipo«> 
tenusa E'e . Adunque si farà noto sul piano LP un 
a punto e della comune sesione cercata ^ ma questa deve 
poi passare anche per lo punto C ove la ab incontra 
la LM ; che perciò essa sarà la CV : ed il punto /* ove 
inteiisegansi la CV e la ab* sarà il punto d* incontro 
della retta proposta col piano LP. E similmente ai de- 
terminerebbe r incontro di essa coll^ akro piano L2f * 

. PROF. XV, TEOR. 

Si, Se i data la grandezza di ciascuna delle profe» 
sioni di una retta terminata di sito ; sarà anche data 
la grandezza di una tal reità . 

Imperoccliè sia la r^tta textnanata AB (y?^. 4* ) • ^ 
cui proiezioni su i piani LN , LP «iena mb ^ ab' , sa- 
ranno le A» , Ab perpesidicolari «1 piano US (d, 5. ): 
se dunque conducasi per T estremo A della AB , clie 
ha minor altecza sul piano LN la AC parallela alla 
ia£ , sarà la Jifi nj;uale alla ab ( 33. ) { ^ perciò data. 
Ma è poi la, BC ^ ^anto la differenaa di «Itessa dei 
punti A , B sul pistio LK , ia qual differenza è data 
subito che i punti A , B sono dati di sito ( 37. ) • 
Adunque sarà anche data la AB , eh' è V ipotenusa di 
un triangolo rettangolo i cui cateti sono le AC , CB » 

5a« Scoi* i\ Se i pioni di pnojexione si supponessero 
ortogonali j per ottener hi diflerenaa jii altezaa degU 
estremi A , B della retta proposta su di uno di tali piag- 
ni LN , basterebbe condurre per la projezione m del 
punto A sul piano LF la ac parallela alla LM ; sa* 
sebbe cb' la differenza o^reata (Sg). Adivate in questa 



taso 9 M€ » prenda fuJb ^V la ^'&' minala allir 0kf € m 
ttjiisca la b*Ì \ mM i|iiaste quanto la ftettM AB . 

A3. S^ol. a. Balla somplice JiispefioM 4elk fifilMt li 
jrileya , che.BA ftia ad AC ,«0^9 aonie il raggio al 
xoaeno dell* asift^ d' mclÌMiioae della B A A piano Lfif 
della profTUone ab , doé , cha : (rna r«ìCI# «efla ì/^osiìù 
sta alla u$a profeziom^ su di ji^ puma, 9 taafr U ragg» 
al cotssio islt émgolQ tTmclimuons di ^usUa ^mHoz 
che perdi si vede anche come data la graodeaaa delk 
projeakmi di una retta di site > d pom datermiatfòPia 
r angolo della sua indiMaione a ciiacuno d»' piaci 4ì 
projezione • ' 

PROP. XVL TEOR. 

55. Se sono date di sito due retU ^ ^hs s" ùUer$eg€» 
no nello spazio } sarà dato il sito del punto della loro 
JsUersetiane . 

JmpeDacché um Uì punte donendiedtnNrmMl Aeai- 
p^ stesso in eiaaeiina .di tali «ette « la 4M frtjteione «9 
ciascun piano di praji»ÌMe dovrà essere/.aUogala in ci*» 
aoina delle pro}esioni di ,qptài^ rette sn di queste^ «lae 
perciò essa dovrà essene 1* iasterseaione di tali projcsie- 
mi • Adunque di un tsl pinato asseo^nnf) date lelpro}e-^ 
aioni su due piani du; s' inaontranp « ae aarà daU» ti 
mta (/i. 10) • 

56. Cor. Laenda la tetta, dbe ai ^condofif dall* inlan- 
lenone delle prpjeuoni^ sa di «m piano , di dnerette, 
che a* iaterac^ano natte s|pazio > s^^tnterseaione ddk 
Aiedesime rette sulP altro piano di projeaione. alihattnt^ 
col primo , deve risultar perpendicolare alla comune 
sezione de* piani di projexione (4^) • 

67. Scoi* Che se tal congiungente risulti perpendico- 
lare alla comune sezione de^ piani di projezione , non 
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Ds^raTERMIVABTt USL SITO DB^VriHl , DELLE LIHBB CDUTB 
CB^ ESISTOird I V ES SIDEdLl ANGOLI SOLIDI , E D£* PO- 
usimi VELLO SPAXIO. 



6<K 1>^* iit. Si claanu iraceU» H va pUno , eh* è 
nello spazio , la sue intersezione con un pfauo di 
proiezione : e se qiiesti piani sìeno uno orizzontale , e 
r altro tertìcaler'^, la traccia sul primo eli essi pren* 
4era it nome di oritxoitiale , e si dirà veriicaU quella 
sul)* altro . 

In generale 11 nome dfi traccia si di pure air intera 
Sezione di una <{ualan<{ne superficie curva con uno 
de* piani di ^ojezione • 

PROF. XIX. TE OR. 

€i* JE* dato il sito di un piano nello spazio j se sono 
date te sue- tracce su due piani di sito posti ad angolo* 

Imperocché se per una di quelle tracce date si con* 
cepisca passare un piano , e questo rivolgersi intorno 
a tal retta \ tra le infinite posizioni diverse , eh* esso 
prenderà nello spazio , dovrà anche passare per T al- 
tra delle tracce date \ ed in questo caso la sua posi* 
sioiie resterà 4etenninata , essendo esso il solo che può 
passare per queste due rette ( i. EL xi. ). 

6a. Cor. Adunque ogni qualvolta si dirà in appresa 
Eo y che un piano è dato di sito nello spazio , bisogne* 
rà intendere , che ne sien date le tracce su due piani 
<U sito posti angolo . 
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VtiOP. XX. TEOR. 

63. Se è data una delle tracce di un piano , ed un 
puma per h fuale eim^ passa ^ tal piano sarà dato 
di elio. 

9 

Dinoti Ka 0^.9. ) la traccia data , e sieno d^éC le 
pro/ezioai del punto dato. Si*preuda in Ka un qua.* 
lonque punto b , dal quale si abbassi fulla LM , comu- 
ne sezione de^ piani di projezione , la perpendicolare 
hV j sari B' la projezioae del ponto b suir altro piano 
£ proiezione y se questi suppongansi ortogonali : che 
perciò , congiunte le db , d[B\ saranno queste le proje- 
noni eorrispondenti di quella retta , cbe dal punto* dato 
nel piano proposto si tira al punto b preso nella sua 
traccia orizzontale A'a • Or una tal retta dovendo esi- 
etere in siffatto piano , doyrA incontrare 1' altra traccia 
ói esso sol piano di proiezione verticale \ cbe perciò 
essendo determinalo il punto e ove quella retta incon- 
tra questo pano di projezione (/?. i4<ca.i. ), sarà an- 
che determinata V altra traccia Ala del piano proposto^ 
e quindi esso sarà dato di siso ( /»• 19. ) • 

Cbe se i piani di projezione non sieno ortogonali ; 
allora abbassaU da * (^fig> 10. ) la perpendicolare *B' 
sulla LM , si descriva sulla B!b il triangolo rettangolo 
B X* , in cui r angolo *B'K rappresenti l' inclinazione 
de* piani di proiezione . Egli è cbiaro j cbe se questi 
sappongansi nel loro vero sito , . e cbe il triangolo 
BKA si concepisca rivolgersi intorno a B'A, fincbè il 
soo piano divenga perpendicolare al piano di proje- 
none in cui esiste la B'b ^ in tal caso la B'K dovrà al* 
logarsi neir altro piano di projezione perpendicolar- 
mente alla LM , e il puntò X si troverà essere , in 
giaesta posisiòne , la projezione del punto b sul piaLO 



\ 



della projezioneif . Adpnqoe qoa^d^ i yianì di proie- 
zione si soppongono abbattuti ^ si otterrà tal altra pro- 
jezioiie, prohmgaitdo la UX in &' , finche sta B'^* Agua- 
le a FK ; il ponto y sar^be .qMSla- pMjcBioBe : ed ìì 
resto della determinazione si otterrà nel modo stessa 
del caso precedente , applicandoiri però per V esibiuo* 
ne del ponto e il caso a della prop. i4* 

PROP. XXL TEOR. 

64. È dato il sito di mn piano , che pa$sa per tre 
punti dati nello spazio . 

Sieno a^ b y e ( fig. 1 1 ) le projeaio ni de* punti 
dati sopra uno de* piani di projesiooe , ed a^b\ e \e 
corrispondenti suir altro : si coogiungano \e ba ^ ae ^ 
cb \ ha , àc , eh \ queste congiungenti saranno le Tpe^^ 
Jezioni delle rette cbe uniscono i pùnti dati nello 5pa*> 
zio , le quali esistendo nel piano cbe passa per taN 
punti , dovranno incontrare i piani di projezicMie in 
ciascuna delle tracce di qudlo su questi . Ma gì* incoii'» 
tri di quelle rette co* piani di projezione sono deteiw 
tninabili ( p. i4* ) • Dunque saranno anche deterviina- 
bili le tracce del piano , che passa per esse ; e quindi 
iBari dato il sito di un tal piano nello spazio (/'•i9-)* 

65. Scoi, Per la determinazione di queste tracce 
non è necessario di esibire .gì' incontri di tutte le tre 
rette con ciascuno de' piani di projezione \ ma bMta dS 
esibire gì* incontri e , ^ di due dì esse con uno di que* 
piani, per avere la traccia edSl su di questo ;e quindi, 
determinando il solo incontro d di una delle stesse 

. rette còli' altro piano di projezione , si avrà T altra 
traccia c/'E' , nel caso 'he la gié determinata ed non 
"siasi- trovata parallela alla LM : ed in questo caso » oft- 
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.|eiTebl>e la traccia cfaa passa per if y ih*ando anclie per 
quatto punto una parallela alla LM ; giacché se una 
étUe tracce di un piano i parallela alla comune seziù^ 
ne de^ piani di prof exione , anche t altra deve esser pa- 
rallela a tal comune sezione . 

LEMMA. 

66. Tutti tpié* punti esistetUi nel piano di due 
rette di sito poste ad angolo ^ da ciascun de* quali ab* 
bussando su di esse le perpendicolari , queste serbatisi 
tra loro una stessa ragione data , debbano essere allo- 
gati in un" altra retta di sito, che passa per lo vertice 
di queiP angolo . ' 

Steno E y e «due ài tali punti (yf^ . id. n. i,e a ), e , s' è 
possibile y la retta Ea , che gli unisce , non passi per 
lo vertice A dell* angolo compreso dalle rette di sito 
AB , AC sulle quali da que^ punti si sono abbassate 
le perpendicolari ED , EF ; ed , ef, e quindi inter- 
aeghi una delle rette di sito AB nel punto 6 , e T al- 
tra AC in H. E poiché ED : EF :: M : N , ed 
e pure ed: e/ Il M: Nj sarà ED: EF :: ed: 
e/, e permutando ED : e^ :: EF : ef. Ma ED : ed 
:: B6 : Ga, ed EF: a^ ;; EH': He. Adunque sarà 
EG : 6a :: EH ) He $ e dividendo si avrà Ee: e6 It 
Ee : eH , cioè aO uguale ad eR ; il che essendo fal- 
so , ne segne che la retta Vie y che passa pei* gli punti 
E^a , come anche per tutti quegli altri' , che hanno la 
atea» conditione , dehha passare per lo> punto A. 

Gì premesso , se AF si prenda di una data gran- 
desaa , sarà dato il sito del punto F , e quindi quel- 
lo della FÉ , eh' è pei|wndicotare alla AC nel pnnto R 
Adonqve sarà anche dato il punto L , dove questa in- 
lersega la AB ( />. 3. ) ; e perciò saran dati di gran^ 
desia la retta FL (p.i.) > ^ 1* angolo FLA(p.6.) . 
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Lftonde nel triangolo LED rettangolo in D sarA da- 
ta la ragione di LE ad ED , che suppongasi espressa 
da P : M ; ma è poi ED : EF :: M : N ^ quindi sta<- 
rà LE : EF :: P : N -, e per conseguenza sarà dato 
il punto E nella retta* di sito FL • ìia è pinr dato di 
sito r altro punto A : adunque la E A dovri esser da-* 
ta di sito . 

67. Scoi. Jja semplice ispesione della figura fa rile- 
vare y ebe i punti proposti colla condizione espressa 
nel precedente teorema locale possano essere allogati 
in due diverse rette di sito , nna che divide V angolo 
BAC , e r allra che cade al di di fuori: di esso , dalla 
parte di quel Iato sul quale, per la. qualità della ra-p 
gion data di M:N , deve cadere la perpendicolare mag- 
giore : e ciò è necessario a notarsi per la completa de« 
terminazione del seguente Teorema . 

PROP. XXIL TEOR. 

60. f dato il sito di un piano nello spazio , se i data 
una delle sue tracce , e V angolo d^ inclinazione di esso 
al piano di projezione in cui esiste questa traccia • 

Sia A' a {^fig' t3. ) la traccia data di un piano che 
s^ inclina -a quello di projezione aA'M in cui questa 
esiste , in un angolo dato P. 

Cas. 1 . Suppongansi primieranente ortogonali i piaai 
di proiezione , e per un qualunque punto h della traccia 
data jCa^ che supporremo esser V orizzontale , s'ipten*. 
da passare un piano perpendicolare ad essa \ un tal 
piano sarà verticale : quindi intersegherà il piano oris« 
tentale oA'M nella perpendicolare ^C, che dal punto 
b si eleva alla Èia , il piano di projezione verticale 
nella C e' perpendicolare alla LM ; e finalmente il 
piano proposto in. una retta bc\ che comprenderà collie 
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tC t* angolo d* inclinazione di ^esto piano all'* oriz- 
zontale , cioè r angolo P. Or queste dne seconde rette, 
cioè la C e\ e la ic debbono concorrere in uno stesso 
punto nella traccia verticale del piano j>roposto ^ cbe 
perciò esse formeruino colla bC nn triangolo rett£ui« 
gelo , in coi essendo dati - 1* angolo acuto ctC , ed il 
cateto adjacente id , resteri determinato T altro cateto 
C'c\ e quindi il punto e • Adunque ÌA traccia verticale 
A'a del piano proposto verrà ad essere geometrica- 
mente assegnata , e quindi sarà dato il sito di un tal 
piano nello "spasio (/^« 19*) • 

Cos. a. Cbe se i piani di pvojesione s^inclimno set* 
to nn angolo dato Q (fif- i40 9 ^ >>a A'a la traccia 
data del piano proposto , ed AV quella cbe deve con» 
rispondergli sull* altro piano ' di proiezione • Da un 
punto C preso in questa s* intenda abbassata sul pia- 
no di projesione sottoposto hi perpendicolare G: ^ 
poi dal punto e si abbassino sulle aA' , LM le per- 
pendicolari cb, oC ; e finalmente si congìungano le C6, 
ce • Egli è cbiaro , cbe queste tali rette sieno ancbe 
respettivamente perpendicolari alle A'a ed LM (/>. 18 , e 
4. X/. ) ; e quindi cbe 1* angolo Che sia quanto P , e 
r altro cC'C quanto Q ( d. 6.^/.) . Adunque nel trian- 
golo rettangolo Ccb essendovi dato V angolo acuto cbCy 
sarà esso dato di specie ; e perciò dovrà esser data la 
ragione di bc : cC, cbe esprimasi per quella di M : R 
Similmente nell* altro triangolo rettangolo CcC' essen- 
do ancbe dati gli altri suoi angoli , sarà pur data la 
ragione di Ce : cC , cbe si esprima per R: N . Adun- 
que starà 6c: cC' !: M : N ; e perciò il punto e si ap- 
parterrà ad una retta di sito , cbe dovrà passare per 
lo punto A' ( lem. prec. )• 

Ciò posto , ecco la determinazione di questo caso 
del presente teorema • Si esibisca la locale A'£ {fg. i5) 
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70. ScoL In UDA maniera analoga a quella de^ iLue 
precedenti teoremi si potrebbe ancJie eseguire la de- 
terminazione del seguente 
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71. JE dato il $ii0 di un pimno nello spauo , se n*i 
data;una delle tracce ^e C angelo che queUa ée^ eom^ 
prendere cqIC altra . 

Imperoccbè in tiil caso supponendo essere A'a 
( fig* ^4 ) 1a traccia data , ed A!a quella da determi- 
narsi si potrà collo stesso artifizio praticato nel secon- 
do caso del Teor. piec. penrenire a determinare il- 
punto € . Ed allora se ai construisca un triangolo ret- 
tangolo in cui V ipotenusa sia (pianto* la CA' ^ ed uno 
degli angoli .acuti rappresenti V angolo dell* inclinazio- 
ne delle tracce , il cateto, ad jacente a questo dovrà 
esprtmeve in grandetta la A!b ; e perciò se col centro 
A' , é con questo cateto per raggio si descriva V arco 
di cerchio xl{y , la tangente cb condotta a quest" arco 
dal punto e determinerà, il punto b per dove deve 
passare V altra traccia • 

PROF. XXIV. TE ÓR. 

y^ì Se un piano è dato di sito , sarà anche dato 
di sito ogni punto cK è in esso , di ad ne sia data ùnu 
sola projezione . 

Sieno A'a , A'a ( fig. 16. ) le tracce del piano 
dato di sito I e sul piano di projezione in cui esiste la 
A'a sia dato il punto e il qual ne indichi la projezio* 
ne di un punto C del piano dato . È egli chiaro , che 
jse si abbassi da e sulla A a la perpeudioolare cby e che 
poi s* intenda congiunto il punto C coli' altro b ; que- 
sta Qongiungentt , la c& , £ la Ce , eh' è t altezza del 
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punto C sul plano di projezione aA^M comprenderan« 
no un triangolo rettangolo , in cui è dato Tangolo Cbcf 
come quello , che rinclinazione del piano dato al piano 
di proiezione flA'M(^.23), ed è pur dato il cateto &c. 
Laonde esso triangolo potrà construirsi, e quindi si de« 
termineri la Ce . Che perciò essendone data del punto 
C la projezione e , e la sua altezza su questo piano di 
pro)exio|ie , esso sarà dato di sito ( />• 9* ) 

PROF. XXV. T E O R. 

^3. S^ è dato il sito di due piani che s intersega" 
no \ sarà anche data di sito e di grandezza la comune 
sezione toro* 

Steno Ik'a , AV {fig^ ^7 ) ''^ tracce di un piano 9 
e B^& , B^^^ quelle deir altro \ ed /, ^ rappresentino i 
punti o^e s^intersegano quelle che esistono in uno stes-^ 
so piano di projezione, e quindi que^ punti ove que-< 
sCf piani sono incontrati dalla comune sezione de* pia- 
ni dati . Ciò premesso 9 si determini la projezione del 
punto /, che esiste in uno de* piani * di projezione , 
suir altro di questi , ed una tal projezione sia F* « E 
poiché r estremo e* della comune sezione de^piani dati 
é egli stesso la sua projezione sul piano di projezio- 
ne ii*A*M in cui esiste , e che su di questo vl è F* la 
projezione delF altro estremo / di essa , il quale era 
neir altro piano di projezione \ perciò sarà eT* la 
projezione di quella comune sezione sol piano di 
projezione a'A*M \ ed una tal projezione sarà data non 
solamente nel sito ^ ma anche in grandezza ( p.. 1 ) • 
Similmente si determinerà il sito e la grandezza della 
projezione Ey delK'^ comune sezione de* piani dati suir 
altro piano di projezione MA*a. Adunque una tale in- 
tersezione dovrà esser data di sito (p«i3 ) , e di gran- 
dezza { p* i5 ). 
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PROF. XXVni. T E R. 

2|6. Se sono dati di sUo un punto ^ ed un piano ; 
farà anche data di sito e di grandezza la perpeadicola^ 
re ) che da quel punto si abbassa su questo piano. 

Sieno A a , A'a^ {fig. 19 ) le tracce del piano da- 
ì^ , e ^ , ^ le projezioni del dato ponto. E poiché il 
piano y 'che projetta la perpendicoli al piano ah^cH 
sul piano di projesione aA'L deve essere nel tempo 
stesso perpendicolare a ciascuno di questi ( n.ik^ , e 18 
£Lxi.) 'j perciò la comune sezione di tali piani , cioè la 
A'a dovrà esser perpendicolare a quel primo piano pro- 
iettante (19. ELxi ) , e quindi alla comune sezione di 
esso col piano aA'L ( d, 4* ^^^ ^< ) ) eh!" i 1a proie- 
zione su questo piano della peipendicolare proposta ^ 
che perciò dovendo questa projezione passare per-d sa* 
rà essa la perpendicolare db^ che dal punto d si abbas- 
sa sulla A'a. E similmente si troverebbe , che la prò* 
jezione di tal perpendicolare sulP altro piano di proje- 
,zione , sia la perpendicolare db'' abbassata dal punto d^ 
sulla A'a\ Quindi essendo date le projezioni della 
proposta perpendicolare, essa sarà data di sito (p. io). 
Laonde ' sarà anche dato il sito di quel punto ov^ essa 
incontra il piano dato ( />• 27 ) 9 le projezioni del 
quale sieno le e , e^ : che perciò saranno date di gran.- 
dezza le projeziojii de , d'é' di tal perpendicolare de- 
finita tra il punto da cui parte , ed il piano sul quale 
si abbassa \ e quindi sarà anche data la grandezza di 
essa perpendicolare ( p. i5 ) • 

77. Scoi. Dalla determinazione della prima parte 
del presente Teorema si rileva , che : Se una retta è 
perpendicolare ad Un piano 9 cÌ€Lscuna projezione di quel^ 
la ì^tta dei^e essere anche perpendicolare alla corrispon-' 
dente traccia del piano. 
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PROF. XXIX. T E O R. 

yS- Se sono dati di sito una retta ed un punto 9 
sarà anche dato di sito ^uel pidno , che passa per la 
punto dato , ed è perpendùfolare alla retta data. 

Sieno ab , a^b^ le projeziom della data retta (figi^o)^ 
e d y d* quelle del punto dato , per lo quale sMntenda 
tirata nel piano proposto una retta parallela ad uno de* 
piani di projezione ; una tal retta dovrà esser non so- 
lamente parallela alla sua projezione su tal piano(^.8); 
ma anche alla traccia su di questo del piano pro<« 
posto \ poiché altrimenti , incontrando essa una tal 
traccia incontrerebbe il corrispondente piano di proje* 
ziome , cui si é supposta parallela. Adunque siccome la 
traccia del piano proposto deve esser perpendicolare 
alla ba ( se. p. 28 ) , cosi la projezione della retta pro-^ 
posta nel plano .della ia, sarà anche perpendicolare at- 
la ba : ma deve anche passare per lo punto d ^ adun- 
que una tal projezione resterà determinata abbassando 
da d sulla ba la perpendicolare de . Inolti*e essendosi 
la retta tirata supposta parallela al piano di projezio- 
ne in cui è la ^a , tutti i suoi punti debbono essere 
uguaJmente alti su tal piano , e perciò V altezza di cia- 
scun di essi è data al pari di quella del punto dato ; 
che perciò per Un qualunque di essi , che abbia per 
projezione sul piano della ba il punto e, se ne potrà de- 
terminare Taltra projezione e" sul piano della Fa' : quindi 
sarà anche data su tal piano la ^V 9 cV è V altra pro- 
jezione della retta che si è supposta tirata (*) « Laon-* 



^) Se i piani di projezioue fossero ortogonali, la d'C' 
si otterrebbe tirando per (T la parallela alla LM ( So ) . 
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de sarà determioato U punto h' dove tal retU incontra 
a piano della a'V , per lo <£ual punto V dovendovi 
passare la traccia corrispondente del piano proposto , 
^piesta si otterrà abbassando da V la h"b" perpendico- 
lare alla Va' ( *c. p. a» ) . Ed abbassandosi dal punto 
A' ove questa incontra la comune sezione LM de' pia- 
ni di projezione la perpendicolare À'* alla ab y si a- 
vrebhe V altra traccia di quel piano -, che perciò esso 

sarà dato di sito ( p« ^9 ) • 

79. Cor. Essendo dato di sito questo piano e la 
retta cui è perpendicolare , sarà anche dato di sito il 
punto ove questa incontra quello (p-^j)' Adunque sarà 
data dì sito, e di grandezza quella retta che si conduce 
dal punto dato a quel punto d'incontro (/>.l3,e p.i5), e 
eh' è la perpendicolare , che da quel punto si tira al- 
la retta daU ( d. 3. EL xi ) , Laonde : Se sono dati di. 
sito nello spazio una retta, ed un punto ^ sarà data di 
sito , e di grandetta la perpendicolare , che da quel 
punto si abbassa sulla retta. 

PROF. XXX. T E O R. 

80. Se sono dati di sito un piano ed una retta ^ 
sarà dato di grandetta quelF angolo nel quale questa 
s'inclina a quello. 

Imperocché nella retta data s' intenda preso un pun- 
to , di cui ne rappresenti una delle projezioni il punto 
d ( fig» ai) preso ad arbitrio nella projezione cb di tal 
retta , e Y altra sia per conseguenza il punto d'ove la per- 
pendicolare djy alla LM incontra 1' altra projezione 6'c'* 
di essa retta : poi da un tal punto sul piano proposto 
s' intenda abbassata la perpendicolare , le cui projeiioni 
saranno le perpendicolari de j £é , che si abbassano 
dalle projezioni corrispondenti del punto preso , sulle 
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tncoe È^a ^ A^a* del piano dato ( se. p.%% ). Sarà dato ' 
r angolo compreso da quel? iuclinata e da questa per- 
pendicolare (p. 17)9 e perciò anche il proposto, ch^è 
complemeiito di questo* 

P B O P. XXXI. T E O R. 

%i. £* dato il sito e la figura di una linea cun/a 
dC esiste in un piano dato nello spazio , se sono date. 
le projemioai di essa su 4ne piani che s incontrano. 

Sieno acb^a^c^V (fig.a^) le proje;pioai date della car« 
va ed ^*F' , Fy le tracce di quel piano in cui essa si 
suppone esistere nello spazio , una delle quali F'f^ si 
prenda per suo asse • Or sé da un qualunque punto 
della curva s' intenda abbassata suir assc^ F^f^ 1' ordi^ 
nata corrispondente y è chiaro che il plano projettante 
una tal ordinata sul piano di projezipnc ove si trova la 
F*/^ essendo perpendicolare a questo , debba là loro 
comune sezione , cioè la proiezione di queir ordinata , 
esser perpendicolare alla F'^^ . Laonde unji tal proje- 
lione potrà rappresentarsi con una qualunque perpen- 
dicolare ch\ che da un punto e' preso nella aW si ab- 
bassa sulla F'/* \ e projettando 1 punii e* , A' in e ed H' 
suir altro piano di projezione , la clV sarà la corrispon- 
dente projezione di quell'ordinata: e da tali projezio- 
ni determinatane poi la sua vera grandezza ( p. i5 ) , 
questa si applichi dal punto A' perpendicolarmente alla 
F'y^ nel piano di projezione ove esiste questa linea , 
e sia la /t'C . Nel modo stesso si potrà determinare 
una qualunque altra ordinata fc'E prossima alla prece- 
dente i e così in seguito. Adunque se per gli punti C,E 
ce si farà passare una linea , questa rappresenterà in 
figura ed in grandezza quella , ch'esisteva nello spazio; 
il cui sito sarà anche' dato , poiché è dato quello dii 
qualunque punto si prenda in essa» 6 
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81. Scoi. Se ]a curva proposta fosse una curva de- 
'finiLile cioè di nota natura , e descrtttìbile con moto 
contimio , se ne saprebbe il sito , la forma , e la gran.-* 
dezza , determinando il sito di quel numero di pun- 
ti 9 cLe sono necessarj per completamente descrìver- 
la. Cosi se si avessero le projezioni di una curva cir- 
colare ) basterebbe determinare tre punti nello spazio, 
che sono in essa } e bisognerebbe esibirne cinque , se 
tal curva fosse una parabola , un ellisse , o un^ iperbo- 
le f poicbè per la Geometria Elementare , e per la Su-» 
blime si sa descrìvere un cerchio per tre punti dati , 
o una di quelle altre tre curve per cinque : e siccome 
per tali punti non può passarvi che una sola di queste 
curve , cosi ognuna di esse resterà pienamente deter- 
minata nella sua forma , grandezza , e sito . £ si pò-» 
trebberò anche tali cose più facilmente determinare , 
quando ne fosse dato il conoscere o il gaggio di quel 
cerchio , e il centro di esso \ o la grandezza, e il sito 
di due diametri di una di quelle altre curve. 

PROF. XXXIL T E OR. 

83. Se sono dati di sito nello spazio i lati di un 
fingolo solido contenuto da tre angoli piani ^ un tal an*^ 
golo sarà dato di sito e di grandezza. 

Poiché i lati di un tal angolo solido sono dati di 
sito , deve esser dato il sito del vertice di esso , ed il 
sito e la grandezza di ciascuno degli angoli piani che 
lo comprendono ( />. 17 ) . Adunque un tal angolo 
solido dovrà esser dato non solamente di sito ( i2. 3 ) ; 
ma anche di grandezza , poiché può esibirgliesene uno 
uguale ( a3 £/. xu ) 

84. Cor. Adunque se fossero dati di sito nello 
spazio i luti di un angolo solido contenuto da un qual-. 
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sivoglìa numero di aagolì piani ^ sarebbe anche data 
il sito e la grandezza di esso : poiché si è dimostrato,^ 
che di sito e di grandezza sieno dati tutti quegli an« 
goM solidi 9 eiascuno CQntenato da tre angoli piani , 
da* quali quello é composto. 

PROF- XXXni. TBOR. 

85. Se sono dati di dio i vertici degli' angoli di 
uf% solido poliedro \ un tal solido sarà dato di sito e di 



Imperocché essendo dati di sito i vertici degli 
aagoli di un tal solido , saranno dati dì sito i suoi la« 
ti (p. i3 )» le sue faeoe ( /». iS ), e gli angoli solidi 
che ^ appartengono ( e. p* 3^ ) . Adunque esso sa*-^ 
im dato di sito {d, 3 ) ^ Inoltre saranno dati di gran* 
dexsn qne" lati ( p. i5 ) » di specie e di grandez- 
za le sue Cicce (/>• i8 ) , e di grandezza i suoi angolv 
solidi ( /»• 3ft ) : e queste oose-y come ben si rileva , so* 
so più che sufficienti a poter fare geometricamente esi- 
hire un tal solido ì che pereid esso sarà anche dato di 
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C A P- IV. 

àPPLICAZIOUB DELLE VRECHOEIITI TEORIE >LLA SOLUSIOXE 

DI ALCUNI PROBLEMI* 



>«©©actììi*®ooo«< 



PROF. XXXIV. PRO B II. 

86. Dato nello spazio il sito di una retta , e ipiel^ 
lo di un punto ] determinare il sito della parallela a 
tal retta condottale per quel punto* 

Poiché la retta data , e quella che vuol tirarsi deb- 
bono essere parallele tra loro ; perciò i piani che le 
projettatio su di uno stesso piano di projezione dovran- 
no essere anche tra loro paralleli (6 e i5.£/.xi) ; quindi 
anche parallele saranno le projezioni di quelle rette sa 
questo ( i6. ELxi ) • Ma ciascuna delle projezioni della 
retta cercata deve passare per la corrispondente proje^ 
zìone del punto dato. Adunque le projezioni di tal ret- 
ta si otterranno tirando in ognun de' piani di projexio- 
ne , per la projczione del punto dato ^ la parallela alla 
corrispondente projezione della l'etta data. 

P R O P. XXXV. P R O B L. 

8j. Dato nello spazio il sito di un piano , e quel" 
lù di un punto ; determinare il sito ' di queW altro pia-' 
nOf che per questo punto si tira parallelo al piano dato. 

Dovendo il piano da tirai*si esser parallelo al da- 
to , le loro comuni sezioni con ciascuno de* piani di 
projezione dovranno essere anche parallele tra lo- 
ro ( i6. EL ZI ) . Non resta dunque altro a fare , die 



detemunare in ciascuno di que' pìam di projeftioiie im 
ponto per dove passa la traccia corrispondente del pia<^ 
no cercato. ..,.,,. 

Ciò posto saeno A'a> AV*<('^. s3) le; tracce del 
piano dato 9 dyiT le proiezioni del dato punte iD , ch^è 
nello 8pasio,ed E/ dinoti una delle trace» dèi piano da 
tirarsi. Dalla proiezione d cbe ritrovasi . nel piano stctos«* 
della Ey si abbassi sulla A\a la pèrpeodiookie dh , ohe 
sari anche perpendicolare alla ISif nel punto / 6 ve Ti n-'. 
centra. Or se dal punto dato D a questo punto / V in- 
tenda condotta la Dfy è égli chiaro -clie T angolo* D/'*^^ 
dinoterà quello in cui inclinasi SI piano cercato a qiMliA' 
di projezioi^e in cui esiste il punto d'^ il qual atigolo'è 
dato del pari che il suo uguale in .cui* inclinasi il «ianoi 
dato a'^A'a al medesimo piano di proièKÌQpae'(/'.a3). Che 
perciò nel triangolo IJfd essendovi dati gli angoli ^ ed* 
il lato Dd(ru3j)j vi si potrà geomelricamonte esibire iV 
lato df. Quindi sari dato di sito il punto / <»' ^ pee 
conseguenza sari data di «ito .la fE* ^ che si tira pes: 
questo punto pamllela alla aA* {p.ipart.^) ^ e àie una 
delle tracce del piano cercato, (V Taltra di queste de-r 
ve passare per lo punto E" ma e^ser. parallela alla. AW« 
Adunque anche questa sari data 4i. ^^^ > ^ perciò w^j 
steri determinato nel sito il piano che si cerca (p. 19)* 

A L J T E R. 

m 
« • • t ' . l ■ 

Pel punto dato D s^ intenda tirata nel piano èhei' 
si cerca una retta parallela ad uno de'piani di projezloné 
nA^M ; una tal reità dovrà essex^ anche parallela^ alla 
traccia del piano in cui ^ tira*,, e quindi alla A'a.v 
laonde la sua proiezione sul piano di questa ti*agcia.si 
otterri conducendo per d la dF] parallela alla A'a. Or 
quella stessa retta dovendo avere tutti i suoi ,pKnt4 



i 
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Sieao A^a)AV(y^.a5)le tracce del piano datò^ci^df 
le projeaioni delia data retta ^ e d^ S quelle del pun- 
to dato eh* è in essa : è chiaro che il punto e ove sMn^ 
tersega la projezione ed della retta colla corrisponden- 
te traccia A*a del piano dato , sia qiiel punto ove que* 
fiU r^ta incontra il sottoposto piano di projezione ; 
che perciò sarà data di grandezza la retta frapposta tra 
un tal punto d' incontro e '1 punto dato . Or da 
questo stesso punto s" intenda abbassata la perpen- 
dicolare sulla medesima traccia A'a , avrà questa per 
sua proiezione sul piano di tal traccia la perpendico* 
lare de , che dal punto dato si abbassa sulla ÈLa , e ^1 
punto e sarà quello oV^ essa incontra lo stesso piano di 
proiezione. Laonde il triangolo compreso da queir in- 
clinata da quesi^ perpendicolare 9 e dalla ce sarà dato 
di specie e di grandezza ; e quindi si potrà determi- 
nare r angolo compreso dalP inclinata data , e dalla ce, 
o A^a. Ciò posto sìa P V angolo dato al quale vuol co- 
stituirsi r uguale nel punto dato della retta data , e nel 
piano dato.: si prenda su di un suo lato la PQ uguale 
a queir inclinata data , ed al punto Q della PQ si co- 
stituisca r angolo PQR uguale a quello compreso dalla 
stessa inclinata e dalla traccia A'a ; il quale si è po- 
c' anzi determinato^ le rette PR , QR concorreranno 
in A ) e determineranno cosi la QH , alla quale se si 
tagli sulla A'a dal punto e 1' uguale cf , e che poi il 
punto / si congiunga col dato nella data retta , si sarà 
costituito in esso punto di questa retta , e nel dato 
piano r angolo dato P : il che- chiara mente si rileva . 
£ la projezione deir altro lato di un tal angolo siil 
piano aA^M sarà la fd j e quella sulP altro piano di 
projezione si otterrà , com^ è noto , projettando il pun- 
to/in F^ su di questo ^ e congiugnendo la F'<f • 
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PROF. XXXVIII. PR O B L. 

t 

9^. Data di sito una retta nello spazio \ detertni-* 
quel piano che , passando per essa , s^ inclina ad 
uno di quelli di projeziotie in un dato angolo* 

Si determinino grincontri c,&' ifig-^^) ddla retta data. 
con. ciascono de^ piani in cui esistono le sue projezioni 
e^ 9 ^^d^ ) per ciascun di questf punti dovrà passarvi 
la. corrispondente traccia del piano clie si cerca. Ciò' 
posto 9 il punto f si projetti in b sutV altro piano d} 
projeaione » e ralla B'b^ A prenda k B]/** uguale 
air altezza del punto b^ su qaesto piano-, cioè alla ^i^* 
( supponendo i piani di projezione nel loro irero sito);^ 
poi al punto/* deIki/*B^ si costituisca Tangolo B'ftì"^ 
uguale a quello in cui si dere inclinare il piano cerca- 
to al piano di projezione o?e si trova la ed : Onalmen'* 
te col eentro by intervallo B'G* si descriva il cerchio:* 
Utl al spiale si tiri per e la tangente cfcA' 9 die sarà- 
dfttap di sito- , e quindi anche di sito- il punto A* ; sa— 
wA <juesta la traccia del piano cercato sul piano di prò-- 
lesione della ed ^ e F altra traccia sfarà perciò- la A*b\ 
Imperocdiè ( suppoeto- che i piani di proiezione* 
avessero il loro vero* sito ) , è chiaro che it piano libb\ 
e r altro della prelezione ed sieno perpendicolari tra^ 
fero ; che peraiò la eh essendo^ perpendicolare alla hlf 
comime sezione di essi , la dovrà esser pure alla hb^ } 
quindi V angolo bltò è precisamente quello^ in^ cui in- 
^Im^n il- piano b'Ai'c' al piano della* projezione* ed(d,6>- 
ELti* ) • Ma quesVangolo Vhb apparisce dalla constru*- 
zione essere uguale aU'altro fGK ( 4w Bl. i. ). Adun^ 
qnc il' piano VA^c è il cercato. 

^3. Scoi, La construzione dir qaesto ProUema» 
Ireirasi c$fg«ita nella figura nel caso più- gtiaf^^alar 

2 
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supponendo cioè che i piani di proiezione V ìdcoii« 
trassero in un angolo qualuncpe: conviencf però nota- 
re , che nel caso cVessi fossero ortogonali , il punto b 
cadrebbe in B* , e la Fb , altezza del punto b" suir al« 
tro piano di projezione 9 coinciderebbe colla b^tà\ 

PROF. XXXJX. P R B L. 

9^ Dato il sito di un piano , e quello di una retta ^ 
cVè in esso \ determinare quel piano^ che ini9rsegando il 
proposto in questa retta jgli s^ inclina in un dato angolo. 

Sieno AV ^ A*a {fig* 18 ) le tracce del piano da* 
te , BT , Bb quelle del piano oerca4o , ed /D^ /"E' 
le proiezioni della retta data , che rappresenta la co-» 
mune sezione di que' piani : i punti f > /^ ove que- 
ste proiezioni incontrano le tracce AV « AVi* del {Mano 
dato t saranno ad un tempo que^ punti ove la retta dai* 
.tm incontra i piani di projezione, e quelli porgli quali 
debbon passare le rispettive tracoe del piano , che cer* 
casi. Ciò posto per un punto qualunque -h della Jì'f si 
elevi a questa la perpendicolare eh nel pano MA'a ^ m 
poi s' intenda condotto per una tal retta un .piano per* 
pendicolare alla retta data nello spaeio , die la incon- 
tri in K : un tal piano intersegherà il piano dato » e 
quello che cercasi nelle rette eK , Kf le quali s* iu«» 
cUneranno V una all' altra nelF angolo dato P . Inoltre 
si vedrà come nella Prop.»6, che aia data la K^ , o la/K: 
che perciò intendendosi congiunta la KA » nel triango* 
lo /KA rettangolo in K 9 essendovi dal» Tipotenufia /%. 
^ 1 cateto /K 5 sari esao construibile > e quindi 6i po« 
tra determinare la KA. Adunque se descrivasi uà tn%- 
angolo XYQ co' tre lati del triangolo eHJi , o che poi 
al punto Y della XY , che corrisponde al punto K- deis- 
ta «& si costituisca r an^lo XYT uguale a qn^Uo dn« 
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\ lo «otto cjai indinosi il piano dato al >iaiio che vuol 
filarsi j cioè a P j è egli chiaro die la TT intersegan*^ 
do la XQ debba astiare la QT uguali alla kg ^ cioè 
dia p«rpeAdicolaro alla Dy» A^prolongata siao alU trac* 
da del ^iano che cercasi ; cbe perciò questa sari Atta 
il pari di quella ^ e quindi si avri nd piano MA^a 
on altro pasto , oltre /*, per dove deve passare la Ivac* 
da com'jipondeQte del piano che vuol tirarsi • Laoudo 
una tiil traccia sacià la fgfi^ { e quindi 'V altra dovrà «t*- 
seM Ja/*F. 

PROF. 2UL PROBL. 

95. Dato un angolo , e t iticUnadone ài ìwà tad 
ad un piano ) comindra la frojeuono di qaetT angolo M 
questo piano. 

Prendasi il punto k^ (Jlg-%j)f^ U projeaione del 
iwtice di quell' angolo su questo piano , ed A'F per 
quella di un suo lato* E poiché ne'dati di questo pro« 
Uema non s^ include sito ; ma sola grandezza di essi ; 
perciò si potrà suppórre, cbe il vertice déirangolo pro- 
posto stia a qualunque altezza sul piano della proje* 
sione A*. Si supponga perciò passare per la A^B^ un 
piano verticale , il quale si concepisca abbattuto , e 
nella perpendicolare A*a* tirata in questo piano alla LIVI 
si prenda un qualunque punto a\ il quale dinoli il Yer-* 
fioe di quell' angolo. Inoltre dal punto a* s^ inclinino 
alla LM le rette a'B' « a'C sotto gli angoli ne' quali i 
hti del proposto angolo si suppongono inclinarsi al, 
piano in cui vuol esso projettarsi ; potrà iz'B' dinotare 
elS^ttivamente V tino di tali lati ^ e Taltro è chiaro che 
^vri essere dinotato nella sola lunghezza dalla a'C* ; 
poiché é chiaro che tutte le rette, che dal punto a* s'in« 
dinano al piano ove esiste la projesione A* di quel 
poto, sotto uno stesso angolo , debbopo esser lati de 

i 



cono rdio che si genera dal triangolo a'A'C mDlgen«- 
do8Ì intorno al cateto à*A^ i che perciò se de&cri\asi 
il cerchio Cef.y queiralti*6 lato nel suo vero sito dovrà 
incontrare in un punto la circonferenza C<r^Per deter- 
viiAre un tal punto , basterà costituire un triangolo 
co^IatiBV 9 CV che comprendano T angolo dato clils 
si Ytiol progettare : egli è chiaro, clie se eoi centro B^ 
e coir intervallo il terzo lato di tal triangolo , cioè 
c[tteIlo che sottende quell'angolo dato, si descrìva nel pia* 
no del primo cerchio Taltro geh\ il punto e ove^ s'inler* 
segheranno li due circonferenze sarà il cercato : ed es^ 
Ée sì dovranno intersegare j come lo mostrano i dati 
S^h problema. Laonde congiugnendo la AV si . avrà 
r angolo e A-B" , che «arà^ Itf dimandate proiezione dell* 
saugolo dato. 

g5. Scoi. I. Al problema proposto si riduce im- 
mantinente quest'altro : Dati gli angoli che ^compren-^ 
dono due re tic fra loro, e colla perpendicolare cfie dal 
punto ove s* incontrano si abba^sf^ su di un piano dato ^ 
determinare su questo la projeÙQJi^ di, qmel primo angolo 
Polche è chiaro che gli angoli che folcano i lati del- 
Tangolo dato colla perpendicolare) sono fispettivamen-. 
to i complementi di quelli sotto cui .essi s' inclinano a 
piano dato \ che perciò questi saranno anche dati : e 
la coustruzione di questo Problema diventa la stessa di 
quella «lei precedente, ^d e^a ^ sarebbe anche potu«> 
ta enettuii*c senza tal riduzione , costituendo 9I punto a- 
della A'a^ gli angoli AVB' , A'a C uguali rispettiva-* 
mente a quelli compresi da' lati del .proposto angolo 
e dalla perpendicolare al piano dato , e continuando 
nel resto precisamente cpme nel precedente problema. 

yj. Scoi,, II. II probleii^a ,ùltimameutc enunciato 
hello Scolto precedente può avere un uso geometrico 
nel determinare T inclinazipuc de' piani in ci^i esistono 
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due de^ tre angoli piani dati comprendenti un angolo 
solido , non essendo altro nna. tale inclinazione , • cho 
la proiezione del terzo angolo su di. un piaAo, cui si 
supponga perpendicolare il .l^to comune agli altri due* 
£d esso o r altro cpiasi identico della prop. è anlhe 
importante nelle pratiche geodetìehe , per un\)perazio^ 
nue , che spesso si occorre , quaP è quella di ridurr^ 
un angolo alP ormile. Noi non entriamo in questo 
dettaglio di applicazione alieno dal nostro scopo t ^ 
cbe potrà facilmente rilevarsi, da un qualunque Ubro 
di Geodesia. 

PROP. XiL P R O B L. 

98. Costituire ad un punto dato in wfa r^Ua di 
silo un angolo i^to^con uif altra inetta Iq. qqale i inclini 
ad uno de fiMi^ di projefione* in un aiuolo , anche dalo^ 

Siene ab^V ifig*^^ ) le patojesioni ddla- ietta data; 
e djdC qneUe del ponto date* in essa', dal quale* si tuoi 
tìrmre un^tra-veta,' die 'comprenda' con qneeia«uii da^ 
to anj^olo' P , e s* indmi al ^ìmso /di projeaione in oAi 
esiste la ab sotto Tangolo Q. 

Si appUcbl teli angolo^ Q la RS perpendicolare ad 

un suo Iato, ed uguale alPaltezza del punto dato sul pia* 

no della ab , e pòi col centro d V- è col raggio quanto 

tt cateto RQ ikl suddetto triatigòld si deferita il'cer^ 

cbio ce/i è dUairo dìt ogni retta , die da quel* punto 

ù conduce ad un qualunque aHiro ^ della circonfet^zà 

£ questa tvHK^o s\incUid al piano di esso.aotto 

r angolo Q S; die perdo biaegnevà detanninira qttdla' 

tra queste , che comprende colla dàtalTanguloP. A.vtal 

aopo si detexmiisi il punto b P^eja .tal retta, daiita incontra 

il piano dqlla ^ff (p*^4)> ^^^À cUta di grandezza quella 

xrtta,clie dal plinto proposto si ti^rmina adA(/:;.i*5).Mii 

e pur data di.gi^dezza la setta c^ie si cercai, la quale è 



8^ ^tfOAtfrt'Ràt DI SITO. 

^[iMtftd Itf QS,e Fangolo che questa e quella c(mi|^reiidono. 
itctunque sarà anehe dnto quel lato opposto a quesVan- 
^lo, cioéf h di^anza del puBto h -da quello ove la ret- 
tu oercata iscoatta il piano della ab in un punto della 
l»it$M>«ifereift» éfe* Laonrde se co) centro h , ed iirterrallo 
««I» Ibi distfetwuk si désorÌYa V arco ef^i punti e,/sod- 
disf^reoBO al' problema, cioè congiunte le ifiijàf ogan* 
Aa di qtteste rappresenterà la prelezione della retta cer** 
cata nA piamo della ab. E tal retta avrà per projezionC 
illlP altro piatto di pr^ziono'k E*<f , o la P^. 

A L r T E K 

99*. St ritrovi il punto h ove la retta data incon- 
tra il piano della sua pTOJe^ione ab. £d essendo dati i 
cateti hd , e^ Taltro che dinota Taltezza def punto dato 
M qveftto:steaio ptsino di proyezioae, resterà determina- 
to l'angolo -ohe la T«lla data comprende colla afr,o sia 
riiicUnaafe«e saa al< piano* di questa. Laonde il propo<* 
ito prdaleflaa ai sarà lìdolta al procedente (11*98) • 
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top. Esibire U projexioni e la gnuidfisxa dàla mi^ 
nimf^ disianza di dt$^ rette date di sito nello spaaio » e 
che no9^ sieno in ufi medesimo piano : cioè « detexmiaa*- 
re la perpendicolare comune ad esse. 

Una delle retta- date abbia per pro)eìiioi)n le oft, a'K* 
(^.a9),e ifQeiledeA'altrasieno le cil,c'<f .Sieno inoltre A'fc, 
AW le tracce del piiatno condotto per la prima di osse 
parallelo ali* altra ( p.36 ) : è chiaro che tutte le pei!w 
peadieolari ad Un tal piano abbassate da^punti di quel-- 
la retta, che gli è parallela sieno tra loro ugnali , e 
siccome tra queste vi deve esser quella, che incontns 



TalUn sieltft data per «ni «i ^ ^tto paaa^se U «p^^ne , si 
rileva pei^iò eh? ima 4i egse ipnsft ad . arbitrio possa 
rappresentare in gcandea^sa queUa mioiiaA^i^tai^, dna 
si cerca. Qò posto «i |aeada wcV iai4{iialuii(}iie pun- 
to é" il quale ai proietti in .^ nella 4hì,^ saranao ì ;pufi« 
ti e , eMe projezioai di i^i f^uirto |Mre«o ad arbiirM» 
nella retta par^lleb id pwio h%'k3 ^ jk perpendicoU* 
ri ^/yé^f abe da'piinU ,c,^^ «i ^Uwsnop :risp«itiviim.^W 
sulle A'Ay A'Jk^ dioote^ranuo 'le profeavoni delta pevp^^n- 
dicoJare, che dal puato di eoi quelli aoao le jprf^WQ^li 
si abbassa sul piano poc^anzi aetto(fi.77): che perciò te 
si determinino le projezioni g^g^ del punto dHncontro di 
quella perpendicolare con questo piano, le eg^ e^g^ rap- 
presenleraimo in grandezza le projezioni della perpendi- 
colare definita tra il punto preso nella retta, che ha per 
projezioni le cd,c'd*e il piano Kh!h che gli èparalleloy 
so cui quella si è abbassata , cioè della minima distane 
sa cercata : che perciò si fari nota la grandezza di 
^esta ( ^ iS )• Resta ora a sapersi solamente il si- 
to di essa) cioè a determinarsi in una delle rette da- 
te il punto donde abbassata la perpendicolare suU* al* 
tra 9 questa riesca anche perpendicolare alla prima. A 
tal oggetto per gli punti g^ g' si conducano le gk , g'k^ 
parallele rispettivamente alle ed i c'^f \ queste gk^ f^V 
dinoteranno , com* è chiaro , le projezioni dell'interse« 
zione di quel piano dbe passa per la retta che ha per 
projexioni le c<f , c*d* , ed è perpendicolare al piano 
fc" A'*^ 9 con questo stesso piano , nella quale i|itersedo«< 
ne dere anche uu tal piano VA'A essere incontrato da 
lotte le perpendicolari che si è detto. Laonde i punti 
i, i* ove le gk>t gV intersegano le proiezioni afr, db^ 
della retta eh* è in questo piano dinoteranno le pro-^ 
)ezioni di quel punto di esso, e della retta che vi esi-^ 
9U I donde elevata al piano , e quindi ad una ^ 
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rette la perpendicolare, queste incontra Taltta rette dà 
ta 9 e gli è anche perpendicolare, cioè, saranno le pro- 
iezioni del punto di una delle rette proposte dal qua- 
le derc partile la perpendicolare ad esse comune : che 
perciò le projesioni di queste perpendicolare nel suo 
Tero sito saranno le perpendicolari kly kT alle A'h , 
A*V rispettivamente; e le proiezioni delP altro punto 
4oV essa incontra V altra rette date , saranno determi- 
nate dair intersezione delle kl , kT con le ed , c'd 
rispettiYamente , cioè i punti q , q\ 
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hb^ mKTJOJtxsAvn del sito belle svjperfigie gurtk- 

H^LLO SPAZIO- 



. ioi« Le superficie curve di cui ci ^occuperemo nel' 
presente capitolo sono le eiWutnche y. le coniche j e 
quelle di soluzione \ poiché queste principalmeiìte si 
considerano tu natura e nelle arti di construzioue*. 
RÌTerremo poi su questo argomento per considerarne* 
anche un' altra famiglia di cui talvolta occorre far uso. 
Bisogna però premettere le definizioni, di esse in tutta* 
quella generalità , che si conviene al presente trattato. 

loa. Def IX. Una linea curva- la diremo data inun^ 
piano 9 se la troveremo descritta in questo y quantuu'» 
que non se ne conosca la natura , e che non sia ne 
g^omelpicainente , né meccanicamente descrivibile. 

io3. Cor. Adunque una tal curva potrà anche aver 
le sue parti , continue , o discontinue che sieno 9 del- 
la stessa , o pur di diversa natura. 

1 0x(. Scoi. Dalla presente definizione si rileva , che% 
ad una tal curva non si possa sempre condurre la^ 
tangente per mezza di un artifizio geometrico ; che 
perciò nella, maggior parte de^ casi converrà assegnarla 
2 occhio y come suol praticarsi nel disegno . . 

io5. Def. X. Se in un piano vi sia data una qua- 
hinque linea curva , e fuori di esso un punto di sito ^ 
e che una retta la quale passi per questo puntosi ag*^ 
dri sempre radendo quella curva \ la superficie , che 
4 ^ eua verri a generarsi si dirà superficie conica. 

Quel punto fisso ne sarà il vertice ^ e la retta ge^ 

8 
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neralrice di essa , in qualunque luogo si ritrovi nel de- 
scrivejrla , si chiamerà tato, 

O pure la superficie conica è quella che yien rap- 
presentata dalle infinite rette , che da quel punto di 
sito si conducono agV infiniti punti di quella linea cur- 
Ta , eh' è nel sottoposto piano. 

106. Scoi. Una tal superficie è necessariamente in- 
demiita dalle due parti , come indefinita da queste parti 
stesse è la retta che la descrive •, e potrà anche essere 
indefinita per uno , o due altri \ersi , secondo che in- 
definita per uno , o due versi sia la linea curva , che 
dirige il moto della retta rotante. Finalmente una tal 
superficie potrà esser composta di parti anche discon- 
tìnne, e che non ahhiàno di comune , che il solo ver- 
tice , se mai discontinua , cioè a rami separati , sia 
quella tal curya direttrice. 

107. DeJ\ XI. Se in tin piano vi sia data una qua- 
lunque liuea curva , e sia di più dato il sito di una 
retta , che s' inclini ad esso \ si chiamerà superficie ci- 
luulrica qiulla eh' è gonerata da un' altra retta , che 
ra le ctJiiliuiiaLncnte la linea curva, ed è sempre paral- 
lela alla rotta proposta : e tal retta generatrice in qua- 
lunrjue luo^o si ritrovi nel descriver la superficie ci- 
lindri cu , ne sarà un lato, t 

O j)iire la superficie cilindrica è quella , che viene- 
rappioscntata dalle infinite rette, che da gì' infiniti punti 
di quella curva si tirano parallele alla retta data di: 
sito. 

108. Scoi, A questa definizione si potrà adattare^ 
lej^giermente «modificandolo , lo stesso Scolio della de- 
finizione precedente, 

109. Def\\i. Se in un piano vi sia segnata una curvc^ 
di cui tutt' i punii abbiano un dato silo per rapporta 
ad una retta eh' è nel piano stesso; e supponendosi 

\ 
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unmobìle questa retta , quel piano si aggiri intomo ad 
essa : la superficie curva che in lai rivoluzione si verrà 
a generare dalla linea curva proposta , ^i dirà di rivo^ 
luxione \ e quella retta fissa sarà il suo asse, 

1 IO. Scoi. £ chiaro che in questo moto ogni pun- 
to della linea curva generatrice descriverà un cerchio , 
il cui centro sarà quel punto ove V asse è incontrato 
dalla perpendicolare tirata ad esso dal punto eh' è nel-* 
la lìnea curva , ed il raggio è questa stessa perpendi- 
colare. Ed una tal condizione dovrà riputarsi come 
essenziale alle superficie di rivoluzione. 

Xnoltise una tal superficie curva sarà indefinita per 
tatti que* versi , per gli quali erano indefiniti i rami 
della linea curva dalla quale è generata ^ e quella sarà 
inoltre continua , o discontinua , $econdochè continue^ 
o pur discontinue sono le parti di questa. 

SCOLIO GENERA.LE- 

2 11. Dalla genesi 'delle superficie cilindriche e co* 
niche assegnata nelle loro definizioni Scirà facile il de- 
durne , che segandosi ima superficie conica con piani 
paralleli tra loro , le linee d* intersezione risultino si- 
mili e similmente poste *, e che queste, lo saranno af« 
iìatlo identiche nelhi superilcie cilindrica. Ed una tal 
qualità potrà servire talvolta per criterio da di s cernere 

se una superficie curva si appartenga ad una di queste 

due specie. 

Finalmente da tutte le definizioni precedenti si ri- 
leva chiaramente , che V Analisi Algehrica non possa 
avere una completa applicazione alla teoria delle super- 
ficie ciu'veje che un tal metodo anziché generalizzarne 
i risultati , non farebbe che restringerli , e quindi limi- 
tarne r applicazione nella pratica delle Arti : poichi 
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TAlgebra non può prendere a considerare y che sola- 
mente quelle cose di Geometria, che hanno unendole 
certa , e delle condizioni costanti, il che come si è te-- 
duto non si verifica afTatlo nelle considerazioni di cui 
•ci stiamo occupando ; e ciò senza tener conto delle 
grandi difficoltà eli' essa presenta neir applicarsi alle 
teorie di sito. Che perciò mal si avvisano coloro, che 
imprendono a trattar le presenti quistioni con questo 
«metodo, quasi recandosi a scorno di far servire la Geo* 
metria a se ^essa. Essi non solamente pervengono cosi 
a risultati inconstruibili ] ,ma particolarizzano inoltre 
le teorie generali che sulla genesi delle superficie curve 
la sola Geometria può comodamente stabilire* 

P R O ?• XLIII. T E O R. 

Ila. / determinanti del sito di una superficie cilinr 
tindrica nello spazio sono la posizione di quella lìnea 
retta cui è parallela la sua generatrice j ed il sito della 
sua traccia su di uno de pioni di projezione» 

Slcno ab , a^b'* ( fig. 3o ) le projezioni di quella 
tetta cui é parallelo ogni lato della superficie cilindri- 
ca , e pdq rappresenti la sua traccia sopra uno de* pia- 
ni di projezióne. Si prenda in questa curva pdq un 
qualsivoglia punto d ^ che si projetti in D* sulP altro 
piano di projezione; e per gli punti d ^ D' si tirino le 
de , DV parallele rispettivamente alle ab , aò^ : dinote- 
ranno esse le projezioni di un lato della superficie ci- 
lindrica proposta , il quale incontra la curvai^ pdq nel 
punto d , e xhe sarà dato di sito ( n. 46 ) • E simil* 
mente dimostrandosi , che sia dato il sito di ogn^ altro 
Iato di una tal superficie 9 essa verrà ad essere anche 
d'ata di sito ( J. 3 ) # 



/ 
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PROP. XLIV. TEOR. 

11 3. / determinanti del sito di una superficie co^ 
nic€L nello spazio sono il sito del suo vertice > e quello 
delUsL sua traccia su di uno d^ piani di proje zione. 

Sieno a^a^ ifig'^^ ) ^^ pifojezioni del vertice di 
ona ^up erficie conica , e pdq la sua traccia sopra uno 
cLe** piani di projezione. Si tiri per a, la retta acd che 
ieghi la traccia pdq nel punto dj il qiiale si projetti 
in D* sull'altro piano di projezione 9 e si unisca la D'a^; 
è chiaro die le Da/DV saranno le rispettive proje* 
zioai di qnel lato della superficie conica proposta che 
passa per lo punto d della sua traccia . Adunque i 
sito di questo lato sarà dato; e cosi pure dimostran- 
dosi dato il sito di tutti gli altri infiniti lati di quella 
saperficle , essa sarà anche data di sito. 

11 4* ScoL Per facilità maggiore pelle constrùz ioni 
si é preso ne' due precedenti teoremi per uho de* de-^ 
ienninati di una superficie cilindrica o conica la sua 
traccia su di uuo de^ piani di projezione : ciò però non 
deroga alla generalità de' determinanti del sito di -eèse. 
Imperocché se questi nella superficie conica , per esem- 
pio 9 fossero stati il sito del vertice suo , e quello di 
ima qualunque direttrice pi*ésa in un piano di sito 9 e 
data per le sue projezioni ab^ , a'6' ( fig. 82 ) : facil- 
mente si rileva y che preso nella ab un punto e ^ e 
proiettatolo in e' nella a'V , le congiungenti ed , c^tT 
neno le corrispondenti projezioni di quel Iato di essa 
superficie che passa pf-r quel suo punto 9 che ha per 
prelezioni le e, c\ Ond'è che come poc' anzi ne sarebbe 
dato il sita* Ma chi non vede che in tal caso 9 deter- 
minandosi r incontro e di esso lato col piano della 
acb y e cosi mano mano V incontro di tutti gli altri 
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suoi Iati col piano della stessa ab^ si verrebbe a defi-* 
nire la traccia di quella superfìcie conica col piano 
della acb. Laonde questi nuovi determinanti si ridur- 
ranne a quelli esposti di sopra nel Teorema preceden- 
te. £ lo stesso potrà dirsi per le superficie cilindriche. 

PROF. XLV. T E O R. 

Il 5. / determinanti del sito di una superficie di ri" 
soluzione nello spazio y sono la . posizione del suo asse , 
€ quella della cunfa che la genera. 

Imperocché è chiaro , che con questi determinant 
non possa generarsi, che la sola superficie curva propo-* 
sta , della quale se ne potrà anche . conoscere il corso 
e la natura , se tali cose sicno anche date per la. cur- 
va , che la genera. Inolljce essendo acb , cVZ>' (/^.aa) 
le projezioni della sua curva generati*ice , ed LM , F/* 
t le projezioni dell' asse suo e di questa \ si potrà per 

ogni punto qualunque di tal curva , di cui ne sien date 
le projezioni^ e, c^ , determinare la corrispondente ordi- 
nata in sito ed in grandezza ( p. 3i ) j che perciò sarà 
anche dato. di sito e di grandezza quel cerchio, che da 
tal retta si descrive nel gcnerajsi la supeificie curva 
proposta. E lo stesso verificandosi per tutti i cerchi , 
che si possono in essa segnare segandola con piani per- 
pendicolari al suo asse , ne segue che tal superfìcie 
curva debba esser data di sito. 
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GAP. VI. 

Z>ELLÌL MÀUIERÀ di CONSTRUIRE UNA SUPERFICIE 

CURVA DA'tA DI SITO. 



116. Dcf.xuu Constrtiire una superficie curva dat^ 
di sito si' dice allorché di ciascun suo punto di cui n'è 
data una sola projezìone , se ne cerca V altra , cioè il 
sito. 

1 1 y. Scoi. La presente ricerca lia dunque per og- 
getto la detertninazione di tutt^ i casi del seguente 
Teorema : S"* è data di sito una superficie curua , sarà 
dato il sito d* ogni punto di essa , del quale he sia 
data una s»la projezione , la cui verità è chiara ; 
poiché si vede , che un tal punto non possa essere , se 
non UDO di quelli ne'' quali tal superfìcie curva è in- 
contrata dalla perpendicolare elevati sul piano di proje- 
xione dalla projezione data del punto :' e noi per ora 
esibiremo tal determinazione per le superficie , che 
abbiamo definite nel precedente Gap., ne' seguenti Pro- 
blemi. 

PROF. XLVL P R O B L. 

118. Construire una superficie cUirulrica dati;^ di 
nto» 

liSL curva ( fig. 3o ) pJq , sia la traccia orizzon- 
tale di tal superficie , e le ab ^ a^b* dinotino, le proje- 
zioni di quella retta alla quale è costantemente parai*- 
lela la generatrice di essa : sia inoltre e la projezione 
data di un punto preso nella superficie proposta , e 
del quale se ne cerca Taltra projezione } «d una tal pr(^ 
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jetione e esista primieramente nel piano della traccia pdq 
Si tiri per ^ la retta ecd parallela alla ah \ una tal pa- 
rallela sarà la projezione di quel lato , o di que* lati 
della superficie cilindrica , se mai ve ne sieno più, co- 
zne può addivenire , in ciascun de* quali è allogato il 
punto che ha per projezione e , e ciascun di questi la- 
ti dovrà incontrare la traccia pdq , in quel punto cor ^ 
^rispondente dove questa è intersegata dalla ccd. Adun«- 
quc un di. essi V incontri in </. Si projetti questo pun- 
to' d in D\ e si tiri la D'c'e^ parallela alla a^V : ques i 
altra parallela sarà la proiezione corrispondente di quel 
lato della superficie cilindrica proposta , che incontra^ 
va la traccia pdq ìn.d ^ e' nel quale deve contenersi il 
punto cercato \ che perciò se si abbassi da e sulla LM 
la perpendicolare cCV , il pianto c^ ove questa inter- 
sega la D*e* sarà Y altra projezione del punto proposto^ 
che ritrovavasi nel lato poc' anzi construito. 

Che se la projezione duta e non esista nel piano 
di projezione in cui trovasi la traccia pdq ; ma si bene 
ncir altro : in tal ' caso si prenda ad arbitrio nella 
curva pdq un qualunque punto g^ il quale si projetti 
suir altro piano di projezione , e poi per tal altra 
projezione si tiri la Kf parallela alla dV , ed una tal 
parallela incontri la LM in G' , il qual punto si con- 
fonderebbe colla projezione poc'anzi detta del punto gy 
se i piani di projezione si supponessero ortogonali , 
come la figura gli rappresenta. Ciò posto si congiungft 
la gG' , e poi per lo punto e' si conduca la e'c'D' pa- 
rallela alla db' , e quindi alla i]/' , e tirata per D' la 
jyd parallela alla G'g , si conduca finalmente per d la 
dee parallela alla ab \ saranno D'e^ , de le projezioni di 
quel lato della superficie cilindrica proposta , che in- 
contra la traccia in et , e nel quale deve trovarsi allo- 
gato quel punto di cui c^ n' è una {H:ojezione. Laonde 
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r altra di queste dovrà essere il punto e ore interse* 
gansi la de y e la perpendicolare indefinita c'C'c abba&- 
sata sulla LM. 

PROF. XLVU. P R O B L. 

119. Canstruire una superficie conica data di sito^ 

La soluzione di questo problema è identica a quel- 
la del prrcedf^ote \, e solameule bisogna avvertire , che 
ciascuna projezione di uu qualunque lato di questuai tra 
supei-ficìe sì oltiine congiugnendo la projezione corri- 
fpondeute di un punto eh' è in esso con quella del 
vertice , eh' ^ nello stesso piano di projezione* Lo che 
vedesi eseguito nella fig. 3l. 

. PROF. XLVIIL P R O B L, 

110. Consiruire una superficie di rì\foìuzione data di 
sito intorno ad un asse perpendicolare ad uno de piani di 
projexione* 

Sia a (^fig, 33.) la projezione delFasse di una tal su^ 
perfide su quel piauo cui esso, è perpendicolare , ed a^A! 
xappresenti la projezione dell'asse stesso sull'altro piano 
di projezione , che potrà prendersi , senza che ne resti 
lesa particolare la presente construzione, perpendicolare 
al primo. E poiché è dato il sito e la forma della pro^ 
posta superficie curva di rivoluzione, dovrà esser dato il 
sito e la forma della sua curva generatrice in un piano di 
sito ( /)• 4^ ) 9 che suppongasi essere quello, che passando 
per Tasse , della proposta superficie curva , è parallelo al 
piano di projezione verticale, *ed una tal curva sarà perciò 
identicamente rappresentata in projezione su qutst' altro 
piano dalla pVV' ^'^ premesso si supponga primiera*» 
BAente^ che la projezione data e di quel punto, cli'esii» 

9 
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ste nella proposta superficie di rivoluzione , si ritrovi 
nel piano di projezione stesso ov' è il punto a , cioè 
sul piano orizzontale, e die si cerchi T altra projezio- 
ne di esso sul piano verticale. Si unisca la ac, e col 
centro a intervallo ac si desmva il cerchio cde y che 
ìnterseghi in d la retta ad parallela alla LM : egli è 
chiaro che le verticali elevate da^ punti c^d dehhano in- 
contrare la superficie di rivoluzione proposta rispetti- 
vamente in punti ugualmente alti sul piano di proje- 
zione orizzontale \ che perciò sarà lo stesso il cercare 
r altezza di ciascun punto d' incontro della vei*ticale 
che parte da e colla superficie data , che quella di que- 
gli altrettanti punti ne' quali la supei*ficie stessa è in^- 
con tra ta dalla verticale che parte da «l. Or per adem- 
piere a questo secondo oggetto 9 si ahhassi da d sulla 
LM la perpendicolare dD^d" , sarà D'^f la projezione 
verticale della poc^anzi detta perpendicolare condotta 
per d ; che perciò la projezione corrispondente di cia- 
scuno di que' punti d' incontro dovrà cadere nella 
D^d" ; ma tal projezione deve trovarsi anche nella cur- 
va p*d'(j^ ; perchè tutt' i punti della generatrice della su- 
perficie proposta esistente nel piano verticale condot- 
to per ad debbono esser projettati nella curva p'(t<f , 
come si rileva dalle cose poc'anzi dette. Laonde il 
punto if ove la DV intersega la curva p'^f' sarà la pro- 
jezione di quel punto ove le proposta superficie di ri- 
voluzione è incontrata dalla verticale condotta da li , e 
perciò DV rappresenterà l'altezza di questo sul piano 
orizzontale. Ma la stess^ altezza orizzontale aveva an- 
che , come si è detto , Taltro punto della stessa super- 
ficie eh' era projettato in e su di questo piano di pro- 
jezione. Adunque V altra projezione di quest' ultimo 
punto, cioè la verticale 9 verrà dinotata dall'intersezio- 
ne e' della perpendicolare indefinita cC'c' abbassata da 



«EOMCTRIA DI SITO. 6.7 

€ sulla LM, e della paa-allela é[f alla LM condottale 
per <f • 

Che se al contrario fosse data la projezione vertica- 
le £ di un punto esistente in una superficie di rivoluzio- 
ne data 1 e si cercasse Taltra proiezione di esso sul piano 
orizzontale cui è perpendicolare Passe di questa : si otter* 
rebbe \ intento tirando per e* T ordinata rfc]/^ alla curva 
jPdCq^ che rappresenta la projezione verticale della ge- 
neratrice della proposta superfìcie , allorché nel generar- 
la si trova in sito parallelo al piano verticale ; indi 
descrivendo col centro a e col raggio uguale a óCf* il 
cerchio cde , ed abbassando da c^ sulla LM la perpen- 
dicolare cCcc\ tal altra projezione cercata sarebbe uno 
di que^ due punti c^^c ove tal perpendicolare intersega 
la circonferenza di quel cerchio. 

lai. Cor* Dalla construzione del precedente Pro- 
blema si rileva anche in qual modo data una sola pro- 
iezione di un punto esistente, in una data superficie di 
rivoluzione intorno ad un asse verticale , si possa de- 
terminare il cerchio che si descriverebbe da un tal 
punto nel rivolgersi che farebbe la curva generatrice 
intomo all'asse. 
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GAP. VII. 

DE* nkJHl TANGENTI LE SUPERFICIE CILIUDRICHE 

E COJNICBE. 

laa. Questo Capitolo ed ì due seguenti non for- 
mano che una sola dottrina , che si è distinta in var] 
Capitoli 9 per poterla esporre con più metodo. Trat- 
teremo intanto in questo de' piani tangenti le superficie 
cilindriche e coniche , nel seguente de' piani tangenti 
le superficie di rivoluzione, e nelP altro poi de' con- 
tatti sferici. 

123. De/. XIX. Un piano si dice toccare una superfi- 
cie curva , allorché tutt' i piani che nel luogo del con- 
tatto segano comunque il piano e la superficie curva , 
producono in quello delle linee rette tangenti rispettiva- 
luente le curve ch'essi segnano in questa. 

i!ì4« Con Siccome bastano due sole rette ad an- 
golo per fissare la posizione di un piano , si vede per- 
ciò che per determinare un piano tangente ad una su- 
perficie curva basta fissare le tangenti in un punto del 
contatto a due sole linee, che da due piani diversi ven- 
gono segnate in quella superficie da essi segata. 

125. Scoi. E da ciò si rileva, che se queste tan- 
genti a quelle linee curve nel luogo del contatto rie- 
scono poi seganti ad esse nella continuazione del loro 
corso , anche il piano che sarà tangente la superficie 
curva in quel tal luogo , la segherà altrove. 

126. Def. XV. Una superficie curva si dirà tan- 
gente) ad un'altra, se quel piano tangente l'una nel 
|uogo ov'esse s'incontrano sia tangente anche all'altra. 
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127. Cor. Ed è anche chiaro 9 che due 8uper6cie 
carré , le quali si toccano in un luogo 9 possano poi 
segarsi altrove. 

1^8. De/. XVI. Per normale ad una superficie cur- 
va s^ intende la perpendicolare al piano tangente nel 
luogo del contatto. 

129. Cor. Che perciò il prohlema di tirare la 
normale ad una svpetficie curva in un punto dato in es- 
sa resterà risoluto per mezzo del n. 77 , allorché 
si sarà risoluto T altro di tirarle per un tal j>unto un 
piano tangente \ del che ci occuperemo qid appresso. 

i3o. Scoi. Siccome la tangente di una linea curva 
si ha come il prolungamento dell' archetto di essa, co- 
si il piano tangente una superficie curva* si può avere 
come il prolungamento dell' elemento della superficie 
nel luogo del contatto: quindi la normale a quel pia- 
no tangente sarà anche normale all'elemento della su- 
perficie curva. 

PROF. XLIX. P R B L. 

i3i. Tirare un piano tangente ad una superficie 
cilindrica data di silo , per un punto dato in essa. 

Sieno abj olV C/^*3o.) le proiezioni di quella retta 
cui è costantemente parallela la retta generatrice della 
proposta superficie cilindrica t la quale superficie abbia 
per traccia sol piano della projezione ab la curva pdq \ 
e sia finalmente e la projezione su questo piano stesso 
del punto dato nella superficie proposta. . 

Si tiri per e la retta ed parallela alla ab \ dinoterà 
questa ed , / com' è chiaro 9 la projezione orizzontale di 
quel lato della superficie cilindrica in cui si trova il pun- 
to dato , e rincontro d di essa parallela colla curva piUf 
dinoterà il punto della direttrice, cioè della traccia /)(/./, 
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donde parte un tal Iato. Or II piano tangente una tal 8U-> 
perfide nel punto dato , dovendo toccarla in tutta Festeii'* 
sione di un tal lato , dovrà necessariamente incontrare 
il piano delia traccia pdq nella retta (IK che tocca ia 
d questa curva. Adunque sarà questa retta la traccia 
del piano tangente cercato sul piano di projezione del- 
la traccia pdq. £ construendosi V altra projezione del 
punto dato ( p» 4^. )> si potrà facilmente esibire l'al- 
tra traccia di un tal piano ( p. ao. ) y il quale resterà 
perciò determinato ( p. 19. ). 

i3^. ScoL Se la retta ed avesse incontrata la traccia 
pd<j délU superficie cilindrica in più punti , altrettanti 
sarebbero i lati di questa ne' quali poteva trovarsi quel 
punto dato per la sola projezione e, che perciò altret« 
tanti piani tangenti si sarebbero potuti condurre a tal 
superficie in questo caso , ognun de^ quali avrebbe avu- 
to per sua traccia nel piano della projezione e la tan- 
gente corrispondente alla curva pdq» 

PROF. L. P R O B L. 

1 33* Tirare per un punto dato fuori di una super» 
fide cilindrica data di sito un piano tangente a questa^ 

Rappresenti pdq (Jig. 34) la traccia della data superfi- 
cie cilindrica, e siano ab^ab^ le projezioni di quella retta 
cui è costantemente parallela la generatrice di essa, e c^e^ 
le projezioni del punto dato, per le quali si tirino le cf, 
cT^ parallele dlXeob^ab^ rispettivamente ; saranno queste 
cfy c'F' le projezioni di quella retta che dal punto dato si 
conduce parallela alla generatrice della superficie cilin- 
drica proposta (p. 34 )• Or una tale retta, com'è chiaro, 
deve esistere nel piano cercato \ che perciò la traccia di 
questo sul piano della pdq dovrà passare per lo punto /*ia 
dove questo piano di projezione è incontrato da quel-* 
la paralltla. Ma una tale traccia deve inoltre esser tau- 
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gente alla traccia pdq della superficie cilindrica. Aduncpe 
essa sarà la fdK! che per lo punto /* si tira tangente alla 
curva pdg. E la traccia di un tal piano tangente sull* 
altro di projeiione si esibirà per mezzo della prop. xx. 
Volendosi inoltre determinare le projezioni della li* 
nea di contatto di questo piano tangente colla super- 
ficie cilindrica : è chiaro che una delle projezioni di 
questa si otterrà tirando per d la de parallela alla ab^ 
e r altra coll^ esibire la proiezione D' del punto d sull* 
altro piano di projeziofie^ e tirando poi per questa la 
D'e parallela alla ab\ 

i34* Scoi. Se più tangenti si potessero condurre 
dal punto/" alla curva pdq , altrettanti sarebbero i pia- 
ni tangenti ad essa , che gli si potrebbero condurre 
pel dato punto ; e ciascun di questi avrebbe per sua 
traccia sul piano della pdq una di tali tangenti , e la 
traccia corrispondente si determinerebbe per mezzo del- 
la citata proposiz. xx. Che se poi niima tangente si 
possa condurre dal punto f alla curva pd4] \ in un tal 
caso ntun piano tangente si potrà condurre alla super- 
ficie cilindrica proposta dal dato punto fuori di essa. E 
da ciò resta pienamente determinato il precedente Pro- 
blema • 

PROP. LI. PROBL. 

i35. Tirare un piano tangente una superficie cilindri" 
ca data di sito , il qual sia paralleli^ ad una retta di 
sito • 

Sieno eh , cK (Jig- 3S. } le projezioni delia retta di si- 
to cui deve esser parallelo il piano tangente una super- 
fide cilindrica ^ che abbia per sua traccia ]ia curva pdq^ 
e per retta cui é costantemente parallela la sua gene-, 
ratriee quella che ha per projezioni !• ab ^ db'. 
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Si facda passare per la retta data di sito quel piano 
eh' è parallelo alla retta che ha per projeziom le ab , 
ab' , e sia // la traccia di questo plijno su quello di 
projezioDe della curva pdq (/j. 36. ) . È chiaro che il 
piano tangente cercato dovrà essere parallelo al prece- 
dente , e quindi incontrare il piano della curva dpq , iu 
r.na retta tni.^pute a questa, e parallela alla//. Laonde 
sì avrà la traccia di tal piano tangente , su quello di 
projezione ov'c la curva pdq^ tirando a quesU la tangente 
hlK' parallela alla// : e tirando per K* la retta Kk' 
parallela all' altra traccia Kg del piano che si è con- ^ 
dotto parallelo alla generatrice della superficie cilindri- 
ca proposta, una tal parallela KX sareLLe l' altra trac- 
cia del piano tangente cercato ( n. B7. ). 

PROF. Lri. PROBI. 

i36. Condurre un piano tangente ad una superficie 
conica data di sito , per un punto dato in essa. 

La soluzione ài questo Prohlema è interamente iden- 
tica a quella del Problema risoluto nella Prop.XLIX. • 
e solamente bisogna avvertire , che le projczioni de' lati 
di quesU superficie , com' è già noto , debbono passare 
tutte per le corrispondenti projezioni del vertice del 
cono dato. 

PROP. llil. PROBL, 

iSy. Condurre un piano tangente ad una superficie 
conica data di sito , per un punto dato fuori di essa. 

Anche la soluzione di questo problema si può con- 
durre a fine nel modo stesso che quella della Propo- 
sizione L» 
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PROF. LIV. P R O B L. 

&'3A. Tirare un piano tangente una superficie c(h 
mica^ data di sito , il quale sia parallelo ad una retta 
di sito. 

Per lo vertice defcono st Ai una retta paralIela^ 
alla data ( p. 34* ) > e poi per lo punto ove questa 
pamallela incontra il piano* di pro)ezione ove sta la trac- 
cia della superficie conica , se ciò avviene , si- tiri la 
tangente a questa traccia: una tal tangente sarà la trac- 
eia corrispondente del piano tangente cercato \ e T altra 
traccia si otterrà come nella Prop. ào. 

Che se poi quella parallela non incontri il suddet^ 
td piano di projenone , si avrà la traccia su questo del 
piano tangente cercato tirando alla traccia della superfi- 
cie conica una tangente parallela alla projesione corjri* 
spendente della retta , che si è condotta dal vertice sun 
parallela alla data. 

£ Tana T altra di queste cose si comprendono 
abbastanza da loro stesse. 
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PRO%. LV. PROBL. 

iSp. Tirar» im piano tangente ad una superficie di 
rivoluzixine il cui asse si supponga perpendicolare ad uno 
de' piani di projezione^ per un punto dato in essa. 

Sia a {fig. 33. ) la projezione dell'asse della super- 
ficie data sul piano di projezione cui esso è perpen- 
dicolare y K\C Valtra sua projezione su di un piano 
che suppongasi perpendicolare a questo primo -, pd'if 
la projezione della generatrice di tal superficie nella. 
posizione in cui è parallela al piano della ÀV , la 
quale sarà perciò unsi curva identica a tal generatrice. 
Finalmente sia e la projezione del punto del contatto 
sul piano di projezione ove esiste il punto a ^ e c^ di~ 
noti la corrispondente projezione di esso sull* altra 
piano di projezione ^ la quale siasi determinata coa->«. 
•truendo la superficie proposta ( p. 4^')* 

Or il piano tangente cercato dovendo esser quello^ 
che passa per le tangenti condotte in questo punto dato 
al cerchio orizzontale che passa per esso, ed alla gene- 
ratrice verticale della proposta superficie curva, dovrà 
la sua traccia orizzontale incontrare la oc, traccia cor- 
rispondente derpiano verticale in cui esiste la poc^anzi 
detta generatrice , in quel punto ove essa oc è incontrata 
dalla tangente della generatrice stessa nel punto del con- 
tatto data: e di più siccome il raggio di quel cerchio clie 
va al punto del contatto è parallelo alla ac , e la tau« 
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^tM un tal cerchio nel punto? stesso è orizzont>Ic , e 
fumili parallela alla traccia orizzontale del piano tan- 
gente cercato ; perciò V angolo cbc quelle due rette com- 
prendono nel punto del contatto dovrà essere uguale a 
quello della ac colla traccia orizzontale di un tal pia- 
no tangente ( t5.E1. xi.). Laonde questo sar^ retto al 
pari di quello. Non resta dunque a far altro per esi- 
bire una tal traccia , che a determinare il punto ov* 
essa incontra la ac. Per ottenerlo Lasta riflettere , che 
la generatrice della superficie proposta esistente nel 
piano verticale che passa per ac y e il punto dato in 
essa , hanno rispetto all' asse ed aHa ac identico sito 
a quello « che ha la curva p^cTq'' , che dinota tal gene- 
ratrice rappresentata nel piano verticale di projezione , e^l 
punto ìT , rispetto alla AV ^ alla A'M : ch^ perciò se 
per lo punto (T si tiri la tangente d*ff alla curva p^(t<fy 
dinoteii la retta A'H' la distanza dal punto u al- 
la quale la tangente la j;eneratrice d<;lla proposta super- 
ficie curva che passa per lo punto dato in questa in- 
contrava la ac» Laonde t^gliandp sulla ac la ah uguale 
alla A'H' , ed elevando da h sulla ali la perpendicolare 
fcK%^arà questa la. .tr^Kxia orizzontale del ceiv:ato pia- 
no tangente: e la verticale $i otterj:à coli" ajuto della 

PR01>- LVL PROBL. 

i4o. Condurre per una reità di sito un piano che 
tacchi una superficie sferica data. 

Prendasi per un de^'piani di projézlotie quello cui 
e 'pexy^i^colare ioj Uja punto / la rett^ data (^.36. ) > 
la .quale avfà pe|rj<^o^e^^nza per sua p^oje^ioi^e sull'ai* 
|ro piallo idi projexion^^ 1a. perpendicolare indefinita F/* 
«blMSsata dal punto / sulla LIVI. Siavp inoltre a ^ a] la 
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prójesiotii del centro . della sfera ^ e il cerchio pée 1« 
projezione della stessa sul piano cui si è supposta per«- 
pendicolare la retta data : un tal cerchio dinoterà an« 
che la traccia , su questo stesso piano « di una superi* 
eie cilindrica circonscritta alla sfera data^ la cui gene- 
ratrice sia una retta parallela alla data ; e 1 piano tafn^ 
gente dimandato sarà, com' è chiaro, quello stesso, che 
per un punto qualunque della retta data si condurreb* 
he a questa superficie cilindrica , cioè avrà per sua trac- 
cia sul piano del cerchio pde la tangente fd , che dal 
punio y* si conduce a questo cerchio, e T altra traccia 
sarà la perpendicolare elevata alla LM nel piano vertr* 
cale dal punto K' ov^ essa è incontrata dalla fd. 

LEMMA. 

i4i« Dati in un piano due cerchi di grandezza é 
di ilio \ condurre ad essi una tangente comune. 

AhÀLISI «BOMETafCl. 

Sia DQ (JtgJi'j. ) una tangente comune a^ due cerchi 
PDE, QGH dati come poc' anzi si è detto ; tirati i t«|fgi 
AD , QB a' punti de* contatti risulteranno simili i tdaiì* 
gol! ADK, BQK , e quindi starà AD : BQ i: AK : KB r 
laonde sarà dato nella congiungente AB de' centri de^ 
cerchi dati il punto K per dove deve passare la tangen- 
te comune ad essL 

CoMPOSISiOVB OBOXETaiGA. 

4 
* - 

Si prenda nella AB il punto R' in modo t&e illll 
AK : KB :: AD : BQ ; e per K si fin k tangente alT 
un cerchio ; questa dovrà toccare anche* T^tltro. B ciA 
i facile a dimostrarsi. • 



1$i. i$co2« t. È facile il rilevare dalla soluzione 
ad precedente problema , che nella congiungente AB i 
centri de' cerchi dati yì esistono due punti KdiTeni, dà 
ciascun de' quali può condursi ad essi cerchi luna tan» 
gente ooniune : ed un di questi punti tra i centri À,B, Tal-^ 
tro nella AB prolungata dalla parte del cerchio minore^ 
i43- Scoi, a. Avrei qm volentieri tralasciarta la ^ohi^ 
zìone del problema risoluto nel pmcedehte l^nnia, co« 
me esercitio di scuola , se non fossi stato spinto a re- 
-varvela dal trovarne di esso nella Geometrìa Descri^ 
tiva del Signor La Croix una solutiotié particola- 
re identica a quella esposta dal Clavio nello ScoL 
della prop. 17 del suo Euclide; é che non pidr tento 
quel sommo analista francese la dà come dSn corto au« 
tore , e semplicissima; • - 

PROP. LVII. PROBL. . 

m " 

R 

' ) * 

'■ ■ . » I 

^44" CoikAirrk mn.piaaìi.ian§enU a due, tjugmTficU. 
rfeHòke date di granitala e di sito., 4 ohe pofsii pàr,u$^ 
punto ì&iAk '•'•"•• ■ 

^Dftiotini' 1 pùnti (i,a^(>^.38.) te jJtÓjerfohl dèi 
rcnìro di una di tali àfpè, h, f ^éììé d'eJ ééiilrb dtì« 
T altra , e c;c' le projèzioiki del puùtd- dato; B^ larféft^i 
danò esse sfere segnate da ih plahJ'jikràBfefc i" ^fenS 
delle projezioni a^b^Cy , e sieno i cerchi pde^gqh le ri- 
spettive projezioni prodotte da quel piano segante n^l^ 
le sfere , cioè le projexioni delle sfere stesse. Ciò pon 
«to, si conduca a* cerchi pde^qh la tangente comune d^qk 
{ìem. preced.) y sarà questa, com' è chiaro^ la proiezione 
«Ha tangente comune corrispondente in que* cerchi chfi 
»<mo prodotti neUe sfere dal piano sega^te suddetto , ed il 
ponto k tari la projezione sul piano aie di quel punto 
ove la poc' anzi detta tangente incontra la congiungente i 
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centri delle sfere date ; ed il quale può prendersi come 
il vertice di quel cono cbe viene a generarsi dalla sud«- 
detta tangente , se essa si concepisca rivolgersi insieme 
co' semicerchi generatori delle sfere esistenti nel piano 
segante , intorno alla congiungente i centri di queste ; 
e r altra pro)eiione di questo vertice sul piano à'b^c*. 
sarà rincontro k* della perpendicolare indefinita kVk* 
alla LIVI colla a'b\ 

Or il piano tangente cercato deve toccare anche 
una tal superficie conica , e quindi passare per quel 
punto che ha per.projezioni le k^k\ o sia esso pia- 
no dovrà passare per la retta di sito che ha per pro- 
iezioni le ck^c^k" : che perciò il proposto prohlema si 
è ridotto al precedente , cioè a tirare per tal retta 
di sito un piano tangente ad una àéHe sfere date. 

145. ScoL Essendo due in diversa posizione le 
tangenti comuni che possonsi condurre, a due cerchi 
( n, i4s* ) ne segue , che aùche due diverse sieno le 
.superficie coniche eirconserittihili 1^ due sfere , una cioè 
die 'le inviluppa in una sola superficie conica , V ahra y 
che le chiude in due opposte : e siccome a diascuiut 
di queste possonsi tirare due piani tangenti , saranno 
perciò quattro i piani tangenti due sfere , ed i quali 
p^Mano per un punto dato , e due di essi le toccheran- 
fiQ da uua parte stessa , di^e altri in sensi opposti. 
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i46. Se in un piano vi esistano tre cerchi dati di 
grandezza e di sito , e ad essi , presi due per volta , m 
tirino le tangenti comuni , i tre punti ove queste con^ 
conono colle rispettive con giungenti de loro centri^ deb-' 
bono trovarsi allogati in una retta di sito. 

Si tiri per e ( fig. 89. ) centro di ubo de* tre cei*- 
clii dati la retta ci parallela alla congiungente i cer\ti4 
b^a degli altri due , ed una tal parallela si prolunghi 
fino ad incontrare in / la retta fd che unisce i punti 
di concorso f^d delle tangenti comuni a* cerchi a^b ; a,C) 
e ehe è data di sito *, poiché unisce i punti f^d dati di. 
sito : sia in fine e il colicorso delle tangenti comuni 
a^ cerchi a^c : dico che un tal punto dehba trovarsi allo* 
gato nella fd. 

S' indichino con R,ll'jR" rispettivamente i raggi 
destre cerchi che hanno per centri i punti a^bjC. E 
perché deve stare R:R':: af:/b(n. i4i.)» «^ R':R'* 
:: bdidc 5 cioè :: bf-.d-^ sarà per ugualità R : R'^ :; 
af\ el. Ma è poi R : R"' :: ae : ec : quindi il punto e 
dovrà trovarsi allogato nella fd. 

i^j. Scoi. La dimostrazione di questa verità ele- 
mentare , eh* è come si vede, una conseguenza imme- 
diata deir analisi geometrica ieì lemma proLlematico 
«sposta al num. i4i*é stata da* sommi Analisti Francesi 
Monge , e La-Croix dedotta da considerazioni fondhte 
su i piani tangenti , che possono condursi a tre sfcfe 
date ; ed il secondo di essi nella prima edizione della 
sua Geometria Descrittiva la credè inoltre forse non fh^ 
Cile a dimostrarsi a priori. Vi^gast la Geometria De- 
scrittiva del Monge, e la citala ediwone di quella del 
La«Groiz* 
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PROF. LVIL PROBL. 

i48* Tirare un piano tangente a ire superficie ^e^ 
riehe date di grandexxa ^ e di sito. 

Pe^ centri a^h^e ( fy, ìq. ) delle tre sfere date si 
condeplsctt' passare un piano il quale pi^ndasi per uno^ 
di qaelli di projezione ;- e poi si tirino ad^ essi cerchi 
presi due a due le tangenti cornimi , le (piali co -scorra- 
no colle rette che congiungono i loro centri Yispetti«^ 
vamente in f^d ed e ; sari data di aito la retta fad , 
che passa per essi ( lem. prec. ). E perchè ciascuna dr 
quelle tangenti rivolgendosi insieme co' due cerchi che- 
ìtocca intorno alla congiuogente de' centri di questi de^ 
scrive una superficie conica y tangente le sfere da tali cer*^ 
chi descritte, si verrebbero perciò in tal rivoluzione a de-- 
scrivere tre coni circonscritti alle tre sfere date , ed acia-^ 
scim de* quali verrebbe ad esser tangente il piano , che 
deve toccar le sfere ; che perciò nn tal piano dovrà 
passare pe* loro v.ertìci , e quindi per la retta di sito 
feé. Laonde il proposto problema si è ridotto all*altro 
^ condurre per la retta di sito fed un piano tangente 
ad, una di quelle sfere. 

x49« ScoL Poiché , come fii detto al num^ ^4^ t 
a due cerchi possensi condurre due tangenti comuni in 
diversa posizione , saranno perciò sei que* punti in dove 
le tangenti condotte a Ire cerchi presi due per ogni volta 
incontrano le rispettive congiungenti de' loro centri , cioè 
fie^iyìijk^y e questi pre^ tre a tre nel sbucate modo^ 
cioè f^e^d \ fMig% €ykjk \ d^^ si troveranno allogati 
nella stessa retta di sito 9 cioè fsd pe' tre primi j ed 
figyékkydgh per gli altri rispettivamente. Laonde il pro- 
posto problema resterà sempre risoluto per qualunque 
di queste quattro rette si conduca un piano tangente^ad 



GB01IC»R»i[ DI ^TVO» 9t 

una delle tre sfere date : e siccome per una retta si 
poss<Hio condurre ad una sfera due piani tangenti ^ per* 
ciò saranno otto difersi i piani tangenti tre sfere date, 
de' quali peto due , doi quelli che passano per la ret* 
fa fsd toccano le sfere tutte tre da una stessa parte ; 
mentre dasouoo de^ rimanenti tocca sempre due sfere 
da ima parte , e la te«aa dalla parie opposta ^ come 
feciknenle si ravrisa • * 

LEMMA PROBLEMATICO 



ì5a. jéd una daia tmperficie di rwolùxione eircon^ 
scrivere una superficie cilindrica ^ la cm generatrice sia 
perpendicolare ad un piano dato . 

Per P asse BA {fig^^o) della proposta superficie di 
riTolu^ne si concepisca condotto un piano perpendicor 
lare al dato aA'M , e questi piani prendansi per quelli 
di proiezione . Inoltre la curva BC AD esistente nel pian0 
condotto per V asse AB sia la generatrice della propo<» 
sta superficie^ e ad uba tal curvarsi conducano le tan^ 
genti CC\ DD' perpendicolari alla LM , cioè al piano 
dato aA*M . Egli è chiaro che queste tangenti dino« 
teranno que^ lati della superfioie cilindrica cercata j ne* 
quali è questa intersegata dal piano BA*M . Ciò posta 
per qualunque punti dell* arco CBD , come e%/*, ec. si 
aUMSsino alla LM le perpendicolari a'EE' , /'FP , ce« 
che dinoteranno le projezioni corrispondenti di altrdt* 
tanti lati della supericele cilindrica cercata , de^ quali 
se ne determinerA il vevo sito , cioè i punti rispettici 
d' inooitf ro col piallo «A^M, nel seguente modo. 

Bai punto D aulPaase AB si ahbasii la perpendi«* 
colare Hd \ e poi presi nrirarco Cd i punti K , G , ec. 
si aUwssìno da essi suU^-asse medesimo le perpendìco* 

IhìKH, GS y^c. WmkmukiA per lB««'Se»/'FPec.^ 

ai 
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e per le KH, 6N , te. s'intendano passare de* piani 
perpendicolari al piano BA'M : è chiaro che i primi 
di questi piani intersecheranno la superficie cilindrica , 
ciascuno in un lato corrispondente in projeiione all# 
rette e'E* , /^F , ec. per cui si è condotto , e la super- 
ficie di rivoluzione in una curva cui tal lato è tangente; 
e che i secondi di que^ piani segneranno nella stessa 
superficie di rivoluzione tanti cerchi , i cui rispettiiri 
diametri saranno le KH , GN » ec. E per ultimo si 
concepisce facilmente , ohe ciascun di que^ primi piani 
,con ciascun di questi secondi dehbano intersegarsi scaoi- 
lievolmenle in una retta perpendicolare al piano BA*M 
in quel punto , ove intersegavansi le rette per le quali 
essi si sono condotti, vale a dire in P pe^ piani condot- 
ti per le Fy* , e GN , in Q per gli altri che passano 
per le F/^ , KH ; e cosi in seguito . 

Or supponiamo che vogliasi determinare il lato 
del cilindro eh* è projettato in /"F* . Sulla GN si de- 
ecrìva il semicerchio GRN , al quale si tiri per P la 
aemiordinata PR, questa dinoterà la perpendicolare ai 
piano BA*M in P , sino alla superficie curva di rivo^ 
luzione ; ed una tal perpendicolare dovendo esister» 
anche nel piano condotto per fV* , dovrà anche e»pri« 
Vicre la semiordinata che corrisponde nel punto P allm 
curva d* intersezione del suddetto piano colla superficie 
data di rivoluzione : che perciò se dal punto P si elevi 
alla /*F, che si prenda per asse di questa curva , la per*» 
pendicolare PT uguale a PR , il punto T si apparterrà 
ad una tal curva, supposto che essa siasi abbattuta sul 
piano BÀ'M . Similmente descrivendo sulla KH il se« 
micerchio KSH , tirando in asso per Q la 8emiordi«> 
nata QS , e poi prendendo nella perpendicolare QV 
alla /*F la QT uguale alla QS , il punto V si a)^r<. 
terrebbe «adit Ula curva sucMatta • fi coti fiteenda 



continYiameiàte si Yenthbe a dcsmvere per punii svi pia« 
no* BA'M UBa tal cunra, che veDglii dinotata dalla /TVF. 
Or se a questa si conduca la tangente XX^ pf rpendico^ 
lare alla LM, e poi si concepisca la curva e la tangente 
rivolgersi intomo alla/F\ fimchè il suo piano diTenglii 
perpendicolare all'altro BÀ'M ^ in questo sito quella tan- 
gente dinoterà , coni* è cUaro , quel lato della richiesta 
superficie cilindrica il quale è projettato^in /*V^ : che 
perciò Rincontro di esso col piano aA^M si arri de- 
scrivendo col centro F\ intervallo F^X? V arca di ter» 
chio XV • Sari dunque x un punto della traccia d^a 
superficie cilindrica cercata sul piano aA'M ; e stmilmen- 
te detenninandosi gli altri punti di questa , si verri fi« 
nalmente a descrivere la curva C VD* che la rappresenta» 

i5i. Cor. 1» Le projezioni del punto di contatto 
X t quando il iato XX* del cilindra è nel suo vero 
sito 9 saranno il punto jr , e P altro x^ dove la /^P è 
incontrata dalla parallela Xx* tirata per lo punto X |^ 
eh* è nella figura , alla LM . 

i^a. Cor. 11.. E quindi la curva di contatto della 
superficie cilindrica [circonscritta alla proposta superfi- 
cie di rivoluzione avrà per sue projezioni rispettive la 
curva C'jtD' 9^1' ^tra che passa per tutti que* punii 
M^ j e per gli altri G , D « 

i53. Scoi. In una maniera analoga a qudUa del 
precedente Prohlenui si potrebbe risolvere T altro di ; 
Descrivere una iuperficie conica tangente una data «u* 
ferfide di rivoluùone^ e che abbia per vertice un dato 
fmato . In tal caso converrebbe prend^e il piano di 
projeaione orizsontale perpendicolare all' asse della su* 
perficie data ^ il ]»aiio verticale dovrebbe passare pel 
punto dato e per quest' asse , ed esso rivolgendosi in- 
torno air altezza orizzontale del punto dato dovrebbe 
costituire Ja serio de' piani BOgantì U caxcata auporficie 
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conica inr cpie^lati di essa , clie toccano le corrispondenti 
linee curye, nelle quali tali piani intersecano la superfi* 
eie di rivoluzione proposta . 

PROF. UX. PROBL. 

i54« Condurre per una retta di sito un piano che 
tocchi una data superficie di rivoluzione • 

Si prenda per piano di projezione eiizzontale quel- 
lo cui è perpendicolare in % {^fig* 4o ) la retta data di 
sito ; e s' intenda alla proposta superficie di rivoluzione 
circonscritta quella superficie cilindrica la cui generatrice 
è perpendicolare a questo piano (i5o) , e quindi sempre 
in un piano colla retta data : egli é chiaro , che ogni 
piano tangente tal superficie cilindrica dehba anche toc-* 
care la proposta superficie di rivoluzione in un punto 
della lùtea di contatto di questa con quella . Laonde 
ae per % si tiri alla traccia orizzontale CjpD* di quella 
superficie cilindrica la tangente f^, sari questa la trac- 
cia orizzontale del piano tangente cercato , il quale es- 
sendo verticale , sarà perciò pienamente determinato • 
Ed una delle projezioni del punto di contatto sarà il 
punto y \ ^ altra quel punto dove la perpendicola- 
re ^Y* abbassata sulla LM incontra nel piano verUcal» 
la projezione verticale della linea di contatto della su- 
perficie di rivoluzione proposta e della cilindrica che 
gli si è circonstritta (i52) . C. B. F. 

ifiS. Scoi. Un tal problema si sarebbe potuto an« 
che risolvere , descrivendo una superficie conica tangen* 
te la superficie di rivoluzione , e che avesse per ver* 
tice un punto preso nella data retta di sito , e poi con- 
ducendo a tal superficie conica un piano tangente per 
un altro punto della retta stessa. Ma la soluzione che 
là abbiamo recata , oltre aU' essere più- semplice i ha il 



merìto/di procedere sugli stessi principi di construzio- 
ne sa ' i quali era fondata quella del caso particolare 
d«l problema presente , che per ragion dì metodo 
si era già risoluto nella Prop.LVI. 

PROF. LX. PROBL. 

« 

iS6. Tirare' ad una superficie di ri»oìu%ione uf» 
piano tangente parallelo ad un piano dato . 

Sia j come nella prop. LV. (fig» ^i.) >y a la pro« 
fedone deir asse della' superficie data sul piano di pro- 
iezione cui esso è perpendicolare , AV T altra suaproje* 
rione su di un piano che suppongasi perpendicolare a 
questo primo , p^d'q^ la projezione della generatrice di 
tal superficie nella posizione in cui è parallela al piano 
Terticale di projezione , la quale sarà perciò una cura- 
va identica a tal generatrice . Finalmente sieno Ey*, 'E^jT 
le tracce di quel piano cui deve esser parallelo quello 
che si Tuol tirare tangente alla superficie proposta . 

Si supponga passare pei* Passe della superficie data 
un piano perpendicolare al dato /"E/; un tal altro 
piano avrà per sue tracce la gaW perpendicolare alla 
Ey, e la H'A* perpendicolare alla LM ^ ed inlersc- 
gheri fl piano /K*f* , ed ìì piano tangente che si cerca 
in due rette parallele tra loro ^ vale a dire che la tan* 
fente della generatrice della proposta superficie curva 
in quel punto ov* essa è toccata dal piano tangente 
cbe TUol tirarsi deve essere parallela alla comune se- 
zione de* piani /E'/* , gW 5 « T asse della superficie 
proposta dovendo incontrare il piano dato nella sua 
comune sezione coir altro gftV , la projezione di tal 
punto d* incontro sul piano della p^d'ti^ dovrà essere 
il punto fr* ove s* intersegano la projezione AV di 
quell^asse, e T altra della comune sezione suddetta, k 
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quale si cletermÌMa facilmente , come nella prop. zxy. 

Or fi concepisca quel piano verticale condotlo per 
V asse rivolgersi intorno- a questo , fintantoché divenga 
parallelo all' altra di projezione verticale , cioè finché 
la sua traccia gaW sia parallela alla LM ; in un tal 
caso tutto quello cV é in esso segnato , cioè la curva 
generatrice della superficie proposta , la comune sezio- 
ne di esso col piano dato , e la tangente la suddetta 
curva parallela a quella comune seuone , avranno un 
identico sito alle loro projezioni sul piano di projezio* 
ne verticale : che perciò se col centro u y intervallo dy 
ai descriva ì" arco gk , il punto k darl il luogo ove la 
ccmune sezione de' piani /E/* , gH'A' incontra il pia- 
no orizzontale di projezione , aUorchè il piano gBCK 
passa nel nuovo sito ; e se un tal punto h si projetti 
in K\ congiunta la K'^'sari questa la projezione ver^ 
ticale di quella parte di tal comune sezione, eh* é in» 
terposta tra T incontro di essa coli* asse della suporfide 
data , e 4 punto i ^ e da quello che si è detto . la K'fr* 
rappresenterà anche la véra posizione di tal retta per 
rapporto alla curva generatrice della superficie propo- 
sta . Laonde se alla curva p^tTtf si tiri la tangente ìTP 
parallela alla K'&% questa dinoterà la tangente aUa cur- 
va proposta nel luogo ov' essa è incontrata dal piano 
tangente cercato , cioè sarà <f il punto del contatto ^ 
che perciò projettandosi • il punto d* ia d sulla ak , e 
poi descrivendosi un cerchio col centro a intervallo €ul , 
il punto e ove la circonferenza di questo cerchio inter- 
segherà la gaH.\ rappresenterà la projezione orizsontale 
dì q nel punto di contatto di cui la projezione verticale 
jarà il punto e ove incontransi la parallela alla LlML 
tiratale per 4^ , e la perpendicolare abbassatale da e • 
Ed il problema presente si sarà ridotto all'altro riso-i- 
^ iato nella prop. LY. 
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C A P- XI. 

•B^COHTITTZ GIACOLAltl, t SnftlCf. 



157. Le nccrche die proporrò in questo capitolo 
sono cfoette a risolTere in una maniera semplice e geo- 
metrica due principalissimi problemi , quello cioè de* 
tre cerohi da farsi toccare da un quarto , e V altro 
delle quattro sfere da farsi toccare da una quinta . Mi 
sono indotto ad inserire tali problemi nel presente trat- 
tato , primienanente per la loro natura analoga ali* ar- 
gomento de* due precedoiti capitoli ^ e poi perchè 
l'impegno cke tì hanno posto in nsolrerli i più cele^ 
bri Goomein moderni , tra quali il Vieta y il Fermat , 
il Newton , e 1* Eulero « m* inuponevan 1* obbligo di 
trattarne , or che del primo di essi dal Sig. Fer^ 
gola , e dell* altro dà me se ne sono date delle solu- 
zicHii nnifonni , ed elianti . Chiunque vorrà vedere ri- 
soluti per meszo di un medesimo principio tutti gH 
altri proUelni di queste due famiglie potrà riscon* 
trave le due nostre Memorie , inserite nel primo vo- 
Imne degli Atti della Reale Accademia delle Scieni&e 
di Napoli , che ora sta stampandosi , e la cui pubbli* 
casione sarà forse contemporanea a quella del preéente 
trattato . Tali altre soluzioni però non hanno alcuna 
difficoltà j e possonsi da ognuno supplire dopo quello 
che qoi ne reco de* principali problemi tra esse (*) . 



rtifa 



<*) Tatt* { proUemi dell* primis fkmiglU , «ioà qjaMì della 
TmaUmi , eesi detti dagli amSelii , fàrono dal Pappo compresi in 
generale enoneiasione : Ptmeiis > et tectis Uneii » et cirei4i$ 
^mhuetM^fue "patitiane datts \ eirculum descnhere per unum» 
faa d^ tUttmntm punct^rum 9 fai immmquamfue Un^arum daiarum 
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Alle ricerche che formaa V oggetto di questo Capitolo 
Te se ne troveranno aggiunte altre non meno impor- 
tanti ^ che hanno eon esse una grandissima affinità • 
Finalmente conviene avvertire , che di tali problemi 
io qui ne distendo «olaimenie le analisi geometriche , 
senza punto impegnarmi a comporli , o a divisarne i 
casi diversi ; perchè queste, cose possonsi di leggieri 
supplire da qualunque giovanetto , e ciò a servendosi 
de' dati , e quindi consStrueiidoU geometricamente , o pur 
de' deterwAanti de' dati sa due piani ad angolo y come 
si è £|l|tp nelle constnmoiii del . presente trattato . 

i5&« Def. Se aellà.basé di un triangolo , e dal 
punto n^edlo di essa si prenda una tersa proporzionale 
io ondine alla semihase , ed alla semidi&redsa de* lati, 
la perpendicolkì^ elevata su detta base dall' estremo di 
tal retta si diri ÌXrettrice di quel lato Terso AA quale 
^e$ta si è presa. 

i5^0 Cosi la base AB ( /Ig, 4* ) ^^ triangolo 
ADB si bissechi in C ^ e presavi la retta CP terza 
proporzionale dopo le 4ue rette AC ed 7 ( -DB«— DA ), 
si jelevi ad.AB dal punto P la perpendicolare PS ; que* 
sta potrà chiamarsi la direttrice del lato AD il quale 
colla PS i dalla stessa parte, del punto C , E pren^ 
4eq4ovi Qr. uguale a CP; , ed alzata dal punto p hi ps 
perpen^co^are ad AB ^ sarà ^ la ps direttrice del Iato 
DB ^ per esser le dujc.retti^ ps e DB .dall'alte» par- 
te del punto C , cioè amendue a destra di G , come 
si vede ^ .... 



contingat . E ad imitazione di Pappo _jl Fermat conprese tatti 
qaeUi deir^ altra famiglia de* contatti sS^rìci nella s^ueofe |p««era.- 
te enunciazione . Quaerenda sit ,sphoera , qii^e per.^ta puncta. 
transtat » axU sphoeras » ^ data plmna contingat ', al che conyteiaft 
•olamente aggiagnere , «ha tali ooMf date delibano asicK aentpr» 
al oumerit di ^attro . , ' .. - 
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VROP. FONDAMENTALE TEOR. 

160. Se diasi la base AB del triastgolo ADB , e 
la dijffèrenza de* lati di esso DB , DA , ciascuno di 
questi due lati avrà una' data ragione alla perpendi^ 
colare abbassata dalP angolo verticale D sulla sua di-- 
retirice • 

Dint. Cas. 1 . Col centro D , intervallo DA , che 
sia il minore de" due lati del proposto triangolo , si de- 
scriva il cerchio EAV , e T altro lato DB si prolunghi 
insino alla circonferenza in E , e «i hissechi la BA in 
C , e la BV in G , sari AC: BG :: BG : CP5 e quin- 
di BG* = ACxCP , e prendendo i loro quadrupli 
anche BY^^s: ABx^CP • Ciò premesso dal punto D si 
abbassi la DR perpendicolare ad AB , e vi si prenda 
Cr nguale alla CR \ sari la rimanente parte rB uguale 
alla rimanente RA : e quindi Rr , ch^ é la differenza 
delle due RB ed rB , sari uguale alla aifferensa de* due 
segmenti RB ed RA della b4« del triangolo , cioè alla 
EH. Vale a dire l'è 2CR;=Bfl, e BH~aCP=aCR— 



Or per la natura del cerchio il rettangolo EBY è 
nguale ali* altro ABH . Dunque togliendo da essi ri* 
spettivamente il quadrato di BV , e i suo uguale ret- 
tangolo di AB in aCP , come si é dimostrato prece- 
dentemente , resteri il rettangolo EVB uguale ali* altro 
di AB in^BH— aCP , cioè di AB in ttPR . E quindi 
sari EV a 2PR , cioè prendendone le meti loro , AD 
a DS , come AB a BV , la qual ragione è data . 

Cas. a. L'aggregato da' due rettangoli EBV e BV»è 
uguale alla somma degli altri due ABH ed AB X ^PC , 
che a quelli n sona xaostrati rispettìTamente uguali .. 
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Dunque sarà 2DB X BV = AB X ( BH+ aPC ) c== 
AB X ( 2CR+2PC)= ABXaBA'- E quindi «tari DB 
ad B/7, o alla sua uguale Ds nella data ragione della 
base AB alla BV differenza de^ lati . 

LEMMA I. PROBLEMATICO 

161. Dato di posizione il punto B {fig> 4^ ) ^ ^^ 
retta AH terminata in U ^ inclinare da quel punto su 
di questa retta la BC , la quale stia al segmento CH 
troncatone da essa su di quella in una data ragione y 
cioè della retta m alf altra n • 

SoLUZIOiri OBOMETRIGl. 

Prendasi He uguale ad n . Si congiunga la BH , e 
dal punto e si adatti sulla BH la cb uguale ad m . Di 
poi da B si conduca la BC parallela alla bc : sari BC a 
CH , come bc a, cH , pe^ trangoli simili BCH , AcH , cioè 
come m ad n . 

SOLXJZIOJTB analitiì:!. 

Dal punto B si abbassi la BR perpendicolare alla 
AH ^ poi pongasi B13i:=m , HK=& ^ BK=sc, e KC=x. 
Sarà HCssU> — x, e BC= y ( cc-f-^JP ) • E par le con« 
dizioni del problema dovrà stare ^(^cc^rx): b — x H 
m : n \ onde avrassi la seguente quadraticv^quazione 

ce-f-jjrzsr- "^ fb — x\^ 

Che agevolmente potrà ordinarsi , risolversi , e geo-^ 
metricamente eonstruirsi . Ella intanto ba due radici , 
onde due punti dovran rinvenirsi , quando il problema 
non sìa impossibile . E due punti anche rilevansi dalla 
precedente soluzione geometrica , ma "nella BH . 
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PROR LXI. PROBL. 

162* Dd// if/ podùone e di grandezza i tre cerchi 
GKj MN j RE ( fig' ^i ) , descriverne un altro ^ che 
insiem tacchi ^i4é* ire cerchi dati • 

AlfALISI GEOMBTAICA» 

Si concepifica essere il punto C il centro del cer* 
dÙQ dai descrÌTersi , e da esso a^ centri B , A , D de' 
cerchi dati si conducano le rette CB , CA , CD , e si 
tirino benanche le altre AB , AD • Sarà data di gran* 
dena la retta AB base del triangolo ACB , e vi sarà 
anclic .data la differenza de' lati di esso , eh' è AM — GB. 
Dunque , per la proposiziose fondamentale (i6o), sarà 
data di sito la PS direttrice del lato AG , e yì sarit 
data la ragione d[ un tal lato AC alla CS che dal 
puato C sì mena perpendicolare alla PS • 

Im simil modo si dimostrerà esser data la ragione 
di AG a Cs perpendicolare calata dal punto G sulla ps 
direttrice dello stesso lato AC nel triangolo ACD • 
Dunque sarà data la ragione de' due lati CS e C5 del 
quadrilineo CSH^ y i cui angoli sono dati . Ed ei sarà 
dato di specie , e la sua diagonale HG sarà data di 
posinone . Il perchè essendo date , per la proposi zio^ 
ne fondamentale , e per esser dato di specie il trian- 
gelo CSH , le due ragioni di AG a CS» e di'CS aCH^ 
sarà anche data quella di AC a GH • £ quindi la prò» 
sente indagine si ridurrà al precedente lemma proUo- 
maticO (161) . 

i63. SeoL A questo Prohl. si riduce immantinenle 
r altro di: Descrivere una sfera che tocctu.tre altre sfare 
date di grandexidà e di sito , e ohe abbia il suo eenttt^ 
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nel piano che passa pe'* centri di quelle . Imperocché è 
chiaro , che il cerchio generatore della sfera cercata aia 
per 1* appunto quello che tocca i tre cerchi generatori 
delle date segnati in esse dal piano che passa pe^loro 
centri . 

LEMMA ir. TEOR. LOCALE. 

164. Ttsiti qué" punti da ciascun de'* quali abba^' 
eandosi le perpendicolari su tre piani di sito che 1* in* 
centrano , queste serbansi tra loro costantemente la 
stessa ragione , che le tre rette date m ^ n , r debbimo 
èssere allogati in una retta di sito. 

Sieno MN , RS , TV ( Jlg. 4' ) ^ ^^^ piani dati 
di sito , e sia primieramente X «a putito dal quale se 
si abbassino su i due di esn MN , RS le perpefidico* 
lari BX , ex , sieno queste tra loro come m ad is • 

Si concepisca per la comune sesione RN di que« 
•ti due piani , e per lo punto X condotto nn altro pia- 
no\ nel quale si prenda un qualsivoglia punto j: , e 
si prolunghi la X:r , che unisce quel punto con que- 
sto , fino alla RN in Z ^ e poi congiungansi le BZ , 
C^ • Finalmente dal punto x su de^ piani MN , RS si 
abbassino le altre perpendicolari érjr , cjr , le quali è 
chiaro , che debbano cadere nelle BZ 5 CZ , ed esser 
quindi tra loro come le BX , CX , cioè nella ragione 
di m ad it . Quindi il piano RXN sarà il luogo geo* 
metrico di tutti i punti X , x , ec. da* quali abbassate 
le perpendicolari su i piani dati MN , RS , sieno que- 
ite tra loro come m ad n * 

Similmente il luogo geometrico di tutti que* punti 
da* quali abbassale le perpendicolari su i piani RS , 
TV sieno queste tra loro nella ragione data di n 
ad r si troTcrà t$8Wt% «u altro piano di sito condotto 
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per la TS • Dunque la comune sezione di quel piano 
con questo sari il luogo geometrico di que^ punti da 
ciascun de* quali abbassandosi le perpendicolari su de* 
tre piani dì sito MN , RS , TV , sono esse tra loro 
nella ragione deUe rette date m , n , r • 

Ciò posto ecco in qual modo resteri determina- 
to il silo del luogo geometrico suddetto . Poicbé tutti 
que* puiti da* quali abbassate le perpendicolari su i pia- 
ni MN , RS , queste sono nella ragione data di ir» ad n , 
dd^JKMi* estere allogati in un altro piano , che passa 
per la RN , sìa X uno di tali punti ( fig^i^ % « si pi^* 
bmglii la ex , una delle due perpendicolari , quella al 
piano RS , fincbi incontri T altro piano MN , sari data 
la ragione di BX ad XN , per esser dato di specie il 
triangolo BXN in cui oltre V angolo retto yì è dato 
1* angolo in N complemento di quello d* inclinazione 
de" piani dati ; ma i anche data la ragione di BX a CX • 
Dunque é data la ragione di CX ad XN ) e sari per- 
ciò dato il punto X per dove passa il piano RXN 
ifig^ 4i ) ; eli® perciò un tal piano sari dato di sito . 
£ similmente determinando il sito di quell* altro piano 
che passa per la TS , e eh* è il luogo geometrico di 
que* punti donde abbassando su i piani di sito RS , TT 
le perpendicolari, queste sono nella ragione data di js : r, 
si Tedri esser anche dato il sito della comune sezione 
di questi piani , eh* i il luogo geometrico in quistione. 

LEMMA ni. PROBLEMATICO. 

i65. Determinare in una retta di sito un punto , il 
fude se cengiungasi con un altro dato , e da esso sé 
abbassi la perpendicolare su di un piano di sito , sia 
spella congiungente in una data ragione a questa pen- 
pendieolare • 
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AlTALISI GXOXETRICA. 

Sia MN {fg. 47 ) J^ piano di sito , ed A il putt- 
to dato : e rappresenti O quel punto delia jretta di sito 
QO , dal quale abbassata sul piano MN k perpendi- 
colare OP , e congiunla la OA , sieno questa due retU 
tra loro nella data ragione di m : it * 

S'intenda condotta- per la retta disilo QO uà 
piano perpendicolare al dato MN , doTri m quMlo già» 
cerne la OP ; ed il triangolo POQ essendo dato di 
specie , sari data la ragione di OP ad OQ . Ma è andie 
data la ragione di AO ad OP ; quindi sarà pur dat^ 
la ragione che componesì da queste due ^ cioi quella 
di AO ad OQ : ond' è che il problema proposto rìdu* 
cesi ad inclinare dal dato punto A fuori della ietta di 
sito QO terminata in Q , a questa retta , la AO , la 
quale stia al segmento OQ che da essa ne tronca ^ verso 
il punto Q , in una ragion data , cioè al Lemma Proble* 
malico del Sig. Pergola • 

PROP. LXn. PROBL. 

t66. Date quattro sfere di grandetta e di sito , de* 
scriverne urC altra che le tocchi • 

Anàlisi geometrica. 

Sieno A , B , C , D (^fig- 4^ ) i centri delle sfere 
date , ed O il centro di quella da descriversi , il qual 
si congiuQga co' centri delie date per mezzo delle OA, 
OB , OC , OD , e si conducan pure le AB , AC , AD » 
Ciò posto nel trians^olo AOB essendo data la base Afì^ 
• la differenza de' Iati BO ^ OA , sarà dato il punto ìfL 
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della base per dove passa la direttrice EF del lato AO, 
e quindi la ragione di un tal lato alla perpendicola* 
re OF , che cade sulla EF (160) : e perciò se si fac- 
cia passare per la EF un piano perpendicolare alla AB, 
im tal piano sari dato di sito ^ e la perpendicolare OF 
aUa EF essendo ancbe perpendicolare ad un tal piano 
sari pur data la ragione di AO alla perpendicolare OF 
dal punto O abbassata su di questo piano. Similmente 
doTrà esser data la ragione di AO alla perpendico- 
lare OH j che dal punto O si abbassa sa quei piano 
perpendicolare alla AC ,v il quale passa per la diret- 
trice GH del lato AO Bel triangolo AOC ; e cosi 
pure è data T altra ragione della AO alla OL ^ cbe 
dal puptto O si abbassa perpendicolarmente a quel 
piaao normale alla AD condottole per la direttrice 
KLi AA lato AO nel tmngolo AOD . Quindi è an-> 
cbe data la ragione deUe tre perpendicolari OF , OH ^ 
01/ ) e perciò il punto O sarà allogato in una retta di 
sito ( 164 ) ' ^d il proposto problema si ridurrà ad 
inclinare dal dato punto A a questa retta di sito la 
AO , siccbè abbassata dal suo estremo O su quel piano 
cbe passa per la EF la perpendicolare OF , sia data 
la ragione di AO ad OF , cioè al precedente lemnu 
problematico (a) • v 



(a) La semplicità del metodo qui tenntb in rìsolrere if prc» 
tenie Problema , in para|;one di quello usato dal Fennat, potrà fii^ 
cilmente rilevarti dall' orditura dell' analisi geometrica , clif egli vi 
«abili per esso, e che or qui reco ; SU Jhctum ( ecco com' e^li 
Qpona } ei qua usus est methodo A^oUcnius Galìus ( Vieta. ) , ul 
fr^letna de tribus circuUs ad problema de jnmcto et duchus cir^ 
cwlis deducerety eadem e$ $imùU j fF e a e dm Uibus famotum hoc et na- 
hU pnMema ad dmdécimum » datU tribus sphoeris et puncto de» 
imeemus • E qnctto problema duodecimo cui egli riduce il propo- 
a», per nezao del terzo lemma da esso stabilito , ti riduce al 
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LEMMA IV. 

i6y. Le ire rette che eangiungono i punii eorrispon-» 
denti delle seambievoli inierMegioni di tre cerchi , o coit* 
corrono in un medeeimo punto , a pur sono parallele 
tra loro • 

Sieno EF6, GIH, RIE (^.49 e So) i tre eer* 
chi che s' intersegano ne* punti F,E;6,K;I,H, 
e congiunte le GK, EF, queste si taglino in a e dico 
che r altra retta IH dehha anche incontrarsi con quel- 
le due in a • 

Imperocché si unisca hi I« , e questa s* è possìbi- 
le non passi per H ; ma iaterseghi il cerchio GIH in 
S , e 1* altro EFH in R y saranno nguali i rettangoli 
Rai , EoF delle parti delle corde RI , FÉ del cerchio 
HIE . Ma il rettangolo EaF é uguale all' altro GoK , 
essendo le FÉ , KG corde ddlo stesso cerchio GKE ; 
e questo rettangolo GaK è finalmente uguale all' altro 
Sol, perchè GK ed IS sono corde del medesimo cer- 
chio GKH . Dunque sari il rettangolo Rai uguale ali* 
altro Sai ^ e perciò oS uguale ad aR . Il che essendo 
impossibile , dovrà la HI passare per a • • 

Che se la GK suppongasi parallela alla HI (y^.Si)^ 
doTri anche la FÉ esser parallela ad entrambe • Perchè 
se la FÉ incontrasse la GK in a , congiunta la al , si 
dimostrerà come poc^anzi , che questa non possa intera 
segare i due cerchi GHI , HFE in due punti diversi ^ 
ina che debba passare per H. Adunque la HI non sn*^ 



naso , il quale poi , per lo ttetso lemma , lo H dipendere dal tew 
so , e qaeito finalmente dal problema del VieU di : Deicrivere ma 
eerchio il ^uml pasii per due puiUi^ e tocchi un eliro cerchio dato» 
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trcibbe ptirsTIela alla GK. coine si è supposto y die per- 
ciò la FÉ dovrik es^er Decessa rÌMai«'n te parallela alia GK. 
i65. Cor, 1. È facile a rilevarsi dalla precedéute di« 
mostratione SDcbe qiiest* altra verità, cioè, cbe : i^^ 
nella lin*'a retta FÉ {/ig-ig^ eBo)^vfie unisce i punti 
if intersezione F , ed E de' due cerchi FGE , HI E si 
prenda un punto a o^ arbitrio , dal quale si tirino a 
qué* due cerchi le corde GK , Iff^ per gli estremi G^ 
K j I % U di queste vi dovrà passare un cerchio . 

Imperocché è chiaro che i rettangoli GaK , I/zH 
tono tignali tra loro , essendo ciascun dì essi uguale al 
rettanì2[olo EaF . 

i&'ì Cor* «. Inoltre si rileva anche chiaramente , che 
se la GK {Jig>S i ) .^i bisseohi in Y, dal qiial punto si elevi 
ad essa la perpendicolare ; questa dovrà passare pe* cen« 
tri B e C deMue cerchi GFK , GIH che intersegausi • 
E per la stessa ragione se la Ri si divida per metà in 
Z , donde le si elevi la perpendicolare , questa dovrà 
passare pe' centri C , D de' cerchi GHK , HFK , che 
anche s' intersegano . Laonde se le GK , Hi si snppon- 
g;*no parallele , la CB , CD , che sono le perpendico- 
lari condotte ad esse dallo stesso punto C , dovranno 
fox^mare una sola retta ; e perciA : «Ve risultano parallele 
le linee che uniscono le intersezioni rL<pett'ue di tre cer* 
chf ^ i loro centri giaceranno in una medesima linea 
rettn : ed al contrario . 

167. Scoi. Il Sig. Carnet ha anch>g1i dimostrata U 
sola prima parte della^prop. prec. ricavandola dall* in- 
tersezione delle sfere che hanno per cerchi generatori i 
tre dati ( Geomet. de pos. n. 3o6 ) \ una tal sua d^mosti*a« 
Clone non è però certamente modellata sul vero siste* 
ma geometrico : ed egli stesso di ciò convinto si scusa 
dicendo di aver preferita tal maniera di dimostrare ad 
«n^ altra più diretta » e £itta senza ricorrert alle sfere ; 

lì 
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perchè qudla gli era senil)rata più semplice • Ma- io 
non so se chi leggerà la dimostrazione del Sig. Carnofc 
la potrà dire più semplice di quella che qui si è re- 
cata . Che anzi è dal teorema da noi dimostrato che 
possonsene ricavare facilmente i seguenti altri due per 
le sfere che s* intersegano . 

T E O R- I. 

r68. Se ire sfere s* intersegano scambievolmente , i 
piani de^ cerchi in cui s* incontrano due a due , dovran-^ 
no concorrere in una medesima retta perpendicolare al 
piano che passa pé^^centri di esse sfere , o pure essere 
parallele tra loro • 

Imperocché sicno GKH , HFE , GKE (fig^ig) 
i tre cerchi generatori delle sfere proposte , segnati nel 
piano che passa pe' centri C , D , B di queste ^ e con- 
giunti i punti corrispondenti delle intersezioni di tali 
cerchi , queste congiuugcnti concorrano primieramente 
in a ( 164) . È chiaro che nel rivolgersi che fanno i 
cerchi GIH, HIE intorno alloro diametri coincidenti colla 
XD, eh' è la congiungeate^ i loro centri , per geucrar 
due delle proposte sfere , la retta IZ , eh' è perpendi- 
colare alla CD descriverà quel cerchio , eh' è V Inter- 1 
lezione eli tah* sfere , ed il cui piano sarà perpendico- 
lare al piano BCD . Similmente rivolgendosi i cerchi 
HIE , EKG intorno a qiie* loro diametii che coinci- 
dono colla coBgiungente fiD de^ loro centri ] le sfere 
che sono da essi generate s' intersegheranno in un cer- 
chio , che avrà per diametro la FÉ perpendicolare alla 
BD , ed il cui piano sarà' perpendicolare al piano BCD» 
Ed in sìiblìI guisa si dimostrerebhe , che la sfera gene- 
l'ata dal cerchio EKG , e queir altra che vieu descritta 
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dal cerchio GKH s^ interseghino nel cercliio descritto 
dalla GY , il cui piano è perpendicolare al piano CBD. 
Or i diametri GK , HI , FÉ di questi tre cerchi s* in- 
tersecano in il , ed i loro piani sono perpendicolari 
allo stesso piano BCD ; dunque é chiaro ch^ essi cerchi 
si dovranno intersegare in una retta perpendicolare in 
a a quel piano BCD . 

Che se le rette GK , HI , FÉ ( fig, 5 1 ) fossero 
risultate parallele tra loro ^ in un tal caso i cerchi 
d^ intersezione delle proposte sfere , avendo per loro 
diametri rispettivi queste linee , ed i loro piani essendo 
normali allo stesso piano BCD , dovrebbero esser an- " 
che paralleli. 

T B o m. IL 

169. Tre superficie sferiche , che s^ interseghino 
scambievolmente ^ non hanno che due soli punti di cor 
mane . 

Sieno come poc'anzi GKH , HFE , GKE (fig. 49 ) 
i cerchi generatori delle tre sfere proposte , segnati nel 
piano che passa pe^ centri di esse; , e congiungansi i punti 
corrispondenti delle intersezioni di questi cerchi colle 
G& , IH , EF : dovranno queste necessariamente concor- 
rere in uno stesso punto a ( 164 ) • Per Io che essendo 
Bguali i rettangoli GriK , laH , EaF , dovrà a' tre cerchi 
d^ intersezione corrisponderle per Io punto a comune 
alloro diametri una stessa semiordinata, la quale sarà 
perpendicolare al piano BCD (168) : quindi le loro 
semicirconferenze che sono al di sopra del piano BCt>, 
dovendo passare tutte tre per V estremo di questa se- 
miordinata , verranno ad avere un punto • di comu^ 
ne ; ed un altro ne avranno quelle che restano dalla 
parte di sotto deUo stesso piano BCD : ond^ è che qua- 
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•le tre circonferenze s' intersegLeranno scamLieyclnien* 
te in due punti ; e perciò anche in questi due punti 
%^ iutersegberanno scambievolmente le superficie dell» 
tre sfere proposte • 

LEMMA V. PROBLEMATICO 

\jo. In una piramide triangolare dati i suoi sellati^ 
determinare t altezza del vertice di ciascun suo angolo 
4ul piano opposto , e 7 punto ove questo è incontrato 
da quella perpendicolare . 

Il triangolo B( D ( fig. 49 ) rappresenti la La* 
Et della proposta piramide , ed O il vertice di essa j 
si vuol determinare il punto a ove la perpendicolare 
Oa abbassala da O sul piano opposto BCD incontra 
un tal piano , e di più la grandezza di tal perpendi- 
colare • 

CoMrOSISIOJTB frSOMJETllICl* 

Co^ centri B , C , D e co^ l'&Sgi * ^ & t y uguali 
C^pettivamente a' Ire rimanenti IaIì della piramide pro« 
posta si descrivano i tre^ cerchi KEG, HKG , HIE , i 
quali s^ inlersegliino scambievolmente ne* punti E , F ; 
I , H ; K , G , e si uniscano le £F , GK , IH , que« 
«te si dovranno iut^rsegare scambievolmente nel punto 
H (i(i4}i<^be sarà quello ove la perpendicolare cercata 
incontra il piano BCD , e tal perpendicolare sarà quan- 
to le media proporzionale oO ritrovata tra Ga ed oK* 

Imperocché congiunta la Ba sarà BO* = Oa* -{* 
aB*s=GùK + ii\* + r\«=: JK^'4B\*K= IK- , a 

quiudi BOs=: BKc= m : e così cimostrando che CO sia 
quanto /3 , e CO quanto ^ , sarà perciò il punto O il 
«triica <kUa piramide projposla ^ «d 0« la sua aUcua* 
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AL ITE R 
Analisi asoMETRici. 

171. Poiché ( /J^.Sa ) CO* — OB* «= Ca* — aB% « 
quindi a CE* — EB* , sari data la differenza CE* — 
EB* , che dicasi M* , e quindi sarà dato il punto E 
nella BC . Imperocché essendo CE*—- EB*= M* , sari 
CB X (CE— EB)=sM*, e perciò 

CB: M:: M:CE — EB 
Laonde sari data la CE — - EB ^ e perciò il punto E. 
Adunque si saprà la locale Ea del punto a : e 
determinando similmente T altra locale Fa dello stesso ^ 
si farà noto il punto a , per conseguenza la aE ; e final- 
mente r altezza aO della piramide si otterrà dall* ipo« 
tenusa BO data , e dal dato cateto Ba . 

172. iS'co/. Rilevandosi dal Teor. a. dello Scoi, della 
prop. prec. che quel punto che dista da* tre dati , d* 
una parte del piano di questi , per intervalli dati , non 
sia che uno , 'si comprende chiaramente che il presente 
lemma problematico resti completamente risoluto. 

PROP. LXin. PROBL. 

173. Descrivere una sfera di un dato raggio la 
fuale tocchi tre sfere date di grandezze e di siio. 

AlfALisi Gbo me t r i c ▲. 

I centri B , C , D , ( fig, Si ) delle sfere date si 
congiungauo tra loro , e col centro O della sfera da 
descriversi , rappresenterà il punto O il vertice di una 
piramide tiiangulare della quale ne sono dati tutti i 
lati : che perciò pel lemma precedente 6Ì potrà deter- 
iDÌnart il sito dì un tal punto . 
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1^4* ^c^oZ. Oltre a qunlla famiglia di Problemi com* 
presi neir enunciazione generale recata dal Pappo nella 
Prefazione al lib. VII. delle Collezioni Matematiche y 
e da noi riportata nella nota al n. i57 ; T intero gene- 
re de' Problemi delle Taùoni risoluti da Apollonio Per- 
seo ne^ due libri di questo nome , che formavan parte 
del luogo di risoluzione delle Greche Scuole , yeniva 
completato da un^ altra classe di Problemi deficiente 
neir ipotesi dalla predetta ^ ma più abbondante nella 
determinazione del quesito , la qual classe yien dal Pap- 
po stesso compresa in quesr altra generale enunciazione: 
Ex punctis , et rectis lineis , et circulis quibuscumque 
duobus datls , circulum describere magnitudine datum ^ 
qui per datum punctum y vel data puncta transeat ; 
Còntingat autem unamquamque datarum linearum . E 
tra tutt' i problemi compresi in questa enunciazione , 
eh' egli enumera , e che sono sei , il principale sarebbe 
quello di : Descrivere un cerchio dato di grandezza , 
che tocchi due cerchi dati ^ del qual problemn , come 
ognuno facilmente si accorgerà , é intuitiva la soluzione. 
Or ad imitazione di questa seconda classe di problemi 
delle Tazioni , si potrebbe completare anche il gene- 
re di quelli de' contatti sferici coir altra de' problemi 
compresi nella seguente enunciazione generale : Dati 
ire qualunque tra punti , piani , e sfere ; descrivere una 
sfera di grandezza data , la quale passi pé* punti dati^ e 
tocchi i piani y e le sfere date , della qual classe il prin* 
cipal problema è quello che abbiamo poc' anzi risolu- 
to ( 1^3 ) . Ed i giovani potranno per loro esercizio 
cercar la soluzione de' rimanenti problemi di queste 
due altre enunciate classi , avvalendosi de' principi che 
ii sono da noi stabiliti • 



\ 
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C A P. X- 

BSLLE ÌVTJOLSEZIONI DELLE SUPEPFICIE CUEVS. 



1^5. Allorcliè due superficie curve s' lalersegano 
nello spazio 5 è egli cliiaro , che dati i determinanti del 
loro sito , e della loro forma dovranno anch' essere 
dati quelli della forma e posizione della linea nella 
quale essi s' intersegano : ed è precisamente della ri- 
cerca del metodo , onde da' que' primi passare a questi 
secondi , che ci occuperemo nel presente Capitolo . Or 
siccome una tal linea d' intersezione deve ritrovarsi 
nelP una e neir altra delle due superficie curve , di cui 
rappresenta la comune sezione ; perciò deve essa ge- 
neralmente partecipare della curvatura di entrambe , 
ed esser quindi , come suol dirsi ^ una curva a doppia 
curvatura , cioè tale , che per essa noni può in alcua 
modo farvisi passare un piano . Una tal linea d' inter- 
sezione può intanto , in alcuni casi , essere anche una 
lìnea a semplice curvatura , cioè ch'esista in un piano, 
come V è y per esempio , quella che risulta dall' inter- 
sezione di due superficie sferiche , in altri casi più par- 
ticolari anche una retta , come sarebbe V intersezione 
di due superficie coniche , le quali avessero il ver- 
tice comune ^ e finalmente in altri cast può tal interse- 
zione divenire anche un punto ^ se , cioè , le due su- 
perficie intersegantisi diventassero tangenti Tuna dell^ al- 
tra , e fossero di tal natura , o talmente disposte da 
doversi toccare in un punto solo • Ma eccone delle 
cose finora dette in astratto un più preciso dettaalio , 
€ delln teoria confacenti a^ nostro argomento . 
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176. Def, XVIL Consirutre V intersezione di due super- 
ficie curve date è lo stesso , che rappresentarne , per •* 
mezzo de* determinanti del sito e della forma di tali 
superficie , le rispettive projezioni di essa intersezione 
su C[ue* piani stessi, ove eran dati queMeterminanti . 

177. Scoi. Una tal ricerca sebbene esìga , secondo 
la diversa natura delle superficie che s^ intersegano , e 
talvolta anche secondo la diversa posizione eh' esse pos* 
sono avere , considerazioni speciali \ pur tuttavia nom 
sarà fuor di proposito di qui appresso adombrare ge- 
neralmente il metodo conducente ad essa \ il qual poi 
resteri rischiarato dalla risoluzione di que* Problemi 
che risolveremo in appresso • 

PROP. LXIV. PROBL. GENERALE. 

17S. Abbozzare il metodo generale onde construi^ 
re r intersezione di due superficie cun^e date di silo e 
di fi>rma , le quali s* intersegann . 

Concepiscansi esse superficie segate da una serie 
di piani , i quali serbino tutti nello spazio una stessa 
posizione determinata , cioè sieno lutti paralleli ad uà 
piano di sito , o passino tutti per una retta data di 
posizione . Scelgansi però tali piani seganti in modo ^ 
che le intersezioni di essi con ciascuna delle proposte 
superficie intersegantisi sieno facili a conoscersi , ed a 
rappresentarsi , per mezzo delle loro projezioni • Ciò 
posto per ognuno di questi piani seganti si determinino 
i punti ne^ quali s^ intersegano le projezioni delle lìnee 
curve da esso prodotte nelle superficie curve proposte, 
e che saranno precisamente le projezioni di que* punti 
che in tal piano segante si trovano esser comuni % 
tali superficie ; la curva o que^ rami di curva , che 
passerà su ciascun piano di projezione ^ per tutti 
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que^ punti , che col precedente metodo si saranno esi- 
liti su di esso , dinoterà la projezione corrispondente 
deir intersezione da tonstruirsi . 

179. Scoi. Il metodo esposto nel precedente pro^ 
blema , sebbene sia generale , ed applicabile ad ogni 
quìstione ove propongasi a construire 1* intersezione dr 
^e superficie curve , ha però bisogno di molta pru-^ 
denza di chi lo adopera , per essere vantaggiosamente 
applicato : poiché esigendosi per esso , come si è ve-* 
duto , a fin di determinare que* punti delP intersezione 
di due superficie curve che ritrovansi in uno stesso pia- 
no segante ,.di^conatrah« le due linee da questo in queli- 
te rispettivamente' segnate ; sari tal construzione tanto 
pia semplice ed gegante , quanto più facili ad esibirsi 
sono le projezioni di queste linee , le quali in molti 
casi , scegliendosi convenevolmente i piani seganti , non 
sono che rette cerchi , e quindi capaci ad essere est- 
inte con un moto facile e continuo . Bisogna dunquef 
prima d^ imprendere la soluzione di un problema di 
qnesto genere , che si mediti bene sulla genesi delle su- 
perficie delle q^ali se ne vuol determinare 1* intersezio- 
ne ^ e sulla scelta de^ piani seganti ; affinché il metodo 
proposto per ^nstruire 1^ intersezione delle superficie 
curve , il quale , per altro , è di sua natura lungo , e 
penoso , riesca in pratica della maggior faciliti ed ele- 
ganza possibile • E talvolta , per ottener elegantemente 
la soluzione di uno <U questi problemi , bisognerà i*i- 
nunziare al sistema de' piani seganti , ed impiegare sn« 
perficie curve le cui intersezioni colle proposte sieno 
pia &cili a determinarsi che quelle de* piani ^ del che 
se ne vedrà un esempio nella Prop. lxx. cas. i. 
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PROF. LXy. PROBL. 

i8o. Construire P intersezione di due superficie ci-* 
Undriche date di sito • 

Le due curve xgv , %Ju (/g'.54) rappresentino le 
tracce di esse superficie su di uno stesso piano di prò* 
lezione , e le c£/ , C^d" sieno le projezioni di quella 
retta alla quale é costantemente parallela la generatrice 
della superficie cilindrica che ha per traccia xgv \ ab ^ 
A^b" quelle deir altra retta cui è costantemente parallela 
la generatrice dell' altra superficie cilindrica proposta • 
Si tiri per questa retta un piano parallelo alla pris- 
ma ( 89 ) , e di un tal piano ne sia ae la traccia sul 
piano di projezione ove esistono le curve xgv y tfii\ eA 
a questa ae sì tirino , nello stesso piano di projecìone , 
quante si vogliano parallele fk , die intersegfaino Iq 
due tracce xgv, 2/ù , {.er ciasaina delle quali si conce* 
pisca condotto un piano parallelo a quello che pas- 
sava per ae . Egli è chiaro , che ognun di tali pia*^ 
ni intersegherà le due superficie cilindriche proposte 
in que'loro lati , che passano pe'mpettivi punti/*, A, 
g ^ k ne' quali le due curve xgv , xfu sono segate dalla 
corrispondente Jg: ed è anche chiaro , che si appartei*^ 
ranno air intersezione da construirsi que' punti ne" quali 
questi lati s' intersegano , ove ciò avvenga • 

'Per esibir questi tali punti d' incontro , si tirino 
pe^ punti /, A le rette fi , km parallele alla oA , saran- 
no tali parallele le projezioni corrispondenti , sul piano 
ddla traccia zftì , di que' lati della superficie cilindrica 
di questa traccia, che la incontrano ne'puntiy ed A: 
e projettando questi punti in F' , H' siili' altro piano 
di projezione , le parallele FT , H'/ti' condotte per F* 
ed H' alla A'A' dinoteranno le projc^zioni corrispondenti 
de^ suddetti Iati di tal superficie cilindrica . Similmente 
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determinando sul piaDO di projezìone ove esiste la xgy 
le proiezioni gì , kn dì «piegli altri lati della superficie 
ciliudrica di questa traccia , cbe passano per gli punti 
g j k , e poi le corrispondenti projezioni 6V , K'«' di 
essi suir altro piano di projezione : i punti p^ q ^ r^ $ 
ove s^ ìntersegano su di un piano stesso di projezione ^ 
quello delle curve xg\f , zju , le projezioni corrispon- 
denti de' lati dell' una , e dell' altra superficie cilindri^ 
ca , dinoteranno su questo piano le projezioni de' punti 
comuni a que'lati di esse superficie, e' quindi ad esse, 
nel piano condotto per la retta fk . E similmente gli 
altri punti /)', q\ r\ s* ove s' intersegheranno , sull' altro 
piano di projezione , le corrispondenti projezioni de'sud* 
delti lati , saranno le altre projezioni de' punti stessi • 

Laonde se ciò si continui a fare , la curva cbe si 
condurrà per tutti i punti /> , f , r , 9 cosi determinati, 
sarà , nel piano di essi , la projezione dell' intersezione 
delle due superficie cilindriche date , e 1' altra curva 
che passa per tutti gli altri punti p\ if j r\ s* dino^ 
terà r altra projezione dell' intersezione stessa • 

181. Cor, Se la direttrice del lato di una delle du0 
superficie cilindriche fosse una retta , colla stessa con- 
struzloue del precedente problema , si sarebbe construi* 
ta r intersezione di una data superficie ciKndrica , e di 
mi* piano dato di posizione . Che se m questo caso si 
supponga che 1' un de' piani di projezione sia perpei»- 
dicolare alla generatrice della superficie, cilindrica , e 
r altro al piano dato di sito che intersega questa ; al- 
lora r intersezione da conslruirsi avrebbe per una delle 
sue projezioni la traccia data della superficie cilindrica, 
e per l'altra quella parte della traccia del piano dato, 
che nell'altro piano di projezione resta tra quelle tan- 
genti la traccia della superficie cilindrica, che sono per- 
pendicolaii alla comune sezione de' piani di projezione» 
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E volendo esiLir la curva d^ intersezione tal quale 
essa, è nel piano segante , cioè la sua vera forma , ciò 
ai otterri facilmente per mezzo della Prop. xkxi. 

18 a, Sc(d. Siccome i lìmiti del sistema di piani 
seganti le due super6cie cilindriclie proposte debbo- 
no esser que^ piani condotti ad esse , i quali sono pa- 
ralleli al piano di sito che ha per traccia la ne , e 
cbe sono gli ultimi ad intersegare le due superficie 
cilindriche , cosi si vede cbe i limiti del sistema di 
rette parallele alla ae 9 cbe debbono condursi ne) piana 
di projezione delle curve zfu , xgv , per efiettuare la 
soluzione del precedente problema , sieno contenuti tra 
le ultime rette parallele alla ae 9 che intersegano le curve 
suddette : laonde bisognerà condurre queste tali rette 
prima di cominciar la cònstruzione di un tal Problema. 
Ed è pur anche a proposito 1* avvertire , che la ricer-- 
ca di tali limiti in questi problemi delle intersezioni è 
essenztalissima , prima d^ incominciar la cònstruzione di 
talun di essi , per non essere obbligato ad operazioni 
superflue , e non conducenti alla soluzione cercata ; 
Int^into ciò che si è qui solamente accennato su questo 
ai'gomento potrà bastare per gli altri casi ; che per- 
ciò noi tralasceremo in appresso una tal considerazione^ 
lanciandola ai giovani . 

Inoltre conviene avvertire , che la curva che passa 
pe^ punti p y <i <, r y s i e similmente T altra condotta 
per gli altri punti p\ <l\ r\ é* potrà constare di un 
ramo solo , o pur di due , o anche più distinti tra 
loro ^ il che dipende dalla diversa posizione e natura 
delle superficie che a' intersegano . 
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PROF. LXVL PROBL. 

i93. Consiruìre C intersezione di due superjicie co* 
mcAe date di sito • 

Sieno a y a^ j { Jlg. 55 ) le projezioni del Tertice 
di una delle due superficie coniche , ed xgv la sua trac- 
cia su di uno de^ piani di projeuone : sieno poi b » &* 
le proiezioni del vertice dell' altra superficie conica , 
e xfii dinoti la traccia di «essa sul piano stesso della 
precedente • 

Si prenda per direttrice de* piani seganti quella 
retta ch« unisce i vertici delle due superficie coniche, 
e che ha per sue projezioni le ab y a^b* : che perciò s* 
si determini il punto i ove tal retta incontra il piano 
delle tracce xgi^ , :^ ( 5<> ) 9 1^ traccia su di questo di 
un qualunque di que' piani seganti potri dinotarsi con 
una retta qualunque (/* tirata per lo punto i in modo 
che seghi le due tracce delle superficie coniche propo- 
ste ; ed i punti f^h^g^k ove queste sono segate dalla 
4^ saranno quelli per dove passano queMati di esse, che 
esistono nel piano segante corrispondente , ed i quali 
avranno per loro projezioni sul piano della if , le gay 
ka'j fb y hb , Laonde i punti p y tj 1 r ^ s ove le pre- 
cedenti projezioni di que^ lati s^ intersegheranno , saran- 
no le projezioni corrispondenti di quelli altri ne' quali 
s' incontrano i suddetti lati , o sia de' punti comuni alle 
due superficie coniche proposte , nel piano da cui si 
sono fatte segare • Se dunque si continui la stessa con* 
struziohe , si verri a determinare una serie di punti 
p y q j r y Sy pe' quali facendosi passare una curva , sari 
questa la projezione dell' intersezione da construirsi y 
nel piano della if* 

Per aver poi T altra di tali projezioni , è chiaro » 
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che bisognerà projettare , per ogni retta if^ che si è 
tirata , i punti f^h^gjk^ sul!' altro piano di pro^ 
jezionc , in F' , H\ G' , K' : congiunte le F'b' , Wb' ; 
G\t\ K'à* saranno queste le altre proiezioni corrispon- 
denti di que' lati delle superfìcie coniche date , che ri- 
trovansi nel piano segante condotto per i/'^ ed ì punti p^, 
q* y r* , s* ove tali projezioni s^ intersegano , saranno !• 
proiezioni , su quest'altro piano di proji'zione , dell' in« 
tei*sezioiie di que' tali lati , e quindi de* punti che in t*l 
piano si trovano esser comujM Me due svperficie coni* 
che date . Laonde la curva che passerà per tutti questi 
punti cosi de ter mi ni ti sarà V altra projezione cercata 
della curva d' intersezione da con&truii'si • 

PROF. LXVII. PROBL. 

i85. Construire t intersezione di una superficie co^ 
nica data di sito , con una superficie cilindrica simile 
mente data . 

Prendasi 1* un de^ |Nani di projezione perpendico- 
lare alla generatrice della superficie cilindrica , e sia 
acb ( fig. 5() ) la traccia di questa superficie su tal 
piano , degf quella della superficie conica , ed A, A' le 
projezioni del vertice di questa . 

Si concepisca passare per T altezza di tal rertice 
sul piano delle tracce acb , degf un sistema di piani se^ 
ganti , la traccia, di un de' quali sul piano stesso di prcK 
jezione sia la retta hcg ; il punto e ove tal retta iuten- 
sega la traccia acò della superficie ciliudrica, savà la pro^ 
jezione di quel lato della superficie suddetta , che si 
ti*ova in tal piano segante , ed incontra la traccia acb 
in e: ed abbassando da e sulla LM la perpendicolare 
indefinita cCV , sarà CV la corrispondente projezione 
di tal lato ftiiU' altro de' piani di projezione • Inol- 
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tre SI projelti il punto g^ ove la slessa retta hcg intersega 
la traccia della superficie conica , in G' sull'altro de^pìani 
di projeaione , e con^ungasi la G'A' , saranno le hg , 
iiG^ le corrispondenti projezìoni del lato della su- 
per6cie conica , ch^ é nello stesso plano segante , ed 
il quale incontra la traccia di questa in g . Laonde il 
punto p* ove intersegansi le CV , G'A^ sarà la pro- 
jezione del punto d* intersezione di que^ li)ti delle 
due superficie curve proposte ^ i quali contengonsi nel- 
lo stesso piano segante condotto per la hg , K de- 
terminando similmente moltissimi altri di questi punti 
/>' ; la curva condotta per essi disegnerà una delle pro- 
iezioni dell^ intersezione cercata , e quindi questa si 
sarà construita , mentre 1* altra projezione di essa , a 
cagione della maniera come sì è stabilito il piano di 
projezione delle tracce ocfr , àegf , cade nella stessa 
traccia acb della superficie . cilindrica ; e non resta al 
più clie definirne il corso : il elie si ottiene col fissare 
i limiti del sistema de' piani seganti (182) . ' 

187. Cor. Se la direttrice della retta che genera la 
saperficie cilindrica , cioè la sua traccia acb , diventasse 
anche una retta , si sarebbe , per mezzo del precedente 
problema , construita T intersezione di una superficie co- 
Mica data di sito con un piano di sito perpendicolare a' 
quello di projezione ove si supponeva data la traccia 
Àella. superficie corneale la vera forma di una tal cuf- 
Ta si potrà esibire per mezzo della Prop. xxti. 

LEMMA 

18S. Se da* punti di una curva , di' è in un ptano^ 

i* intendano condotte delle rette tutte uguali fra loro , 

e prassimissime V una alP altra ; la curva che passerà 

per tMàtti questi altri estremi di tali rette sarà identica 

mila preposta^ 
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Sia ACB (y^. 57 ) la curva proposta , e da^ suoi 
pimtì C , D , E , F , ec. prossimìssimi T uno all' altro 
sieiisi condòtte le Ce, Dd^ Ee, Ff^ ec. tutte fra loro ugua- 
li , e parallele . E poiché Ce è uguale e parallela a 
Dd ; congiunte le CD , ed , queste saranno ancora uguali 
e parallele . Similmente si dimostrerà che sia DE ugua* 
le e parallela ^ de ^ EF uguale a parallela ad ef, e 
così in seguito : che perciò gli angoli CDE , DEF , ec. 
saranno rispettivamente uguali agli angoli corrisponden* 
ti cdej dtf^ ec. ; e quindi il sistema delle CD , DE, 
EF , ec. si potrebbe far combaciare col sistema delle 
ed y de j efy ec. , cioè il perknetro d' infiniti Iati in* 
scritto nella curva ACB , per mezzo della construzione 
indicata , si potrebbe far combaciare col corrispondente 
neir altra curva a4A ^ che passa per tutti i punti o^ d ^ 
e , y*che si sonp assegnati . Dunque tali perimetri sa- 
ranno identici ; e perciò anche tali saranno le curve 
in cui essi si terminano • 

189. Cor. Quindi si vede in qual modo si possa 
per un punto dato nel piano di una data curva descri- 
verne un* altra identica alla proposta : ed é anche chia- 
ro y eh* esse debbano essere tra loro parallele ; G«me 
purè che qualunque altr^ sistema di parallele vi si con- 
duca da' punti dell* una ali* altra , queste debbano tra 
loro pareggiarsi • 

PROF. LXVIIL PROBL. 

« 

190. Construire P intersezione di una superficie ei^ 
lindrica data di sito eoa un" altra di rii^oluzione intor^ 
no ad un asse verticale , anche data di forma e di a&To. 

Sieno gh , g^h* {fig*Si) le projezioni di quella retta 
cui é parallela la generatrice della data superficie ci- 
lindrica 9 ed abe dinoti la traccia di tsasL su quelka 



de' piatti di pr4>iezioiie vOui è porpeodicolare in é{ Tasse 
delia data ^up^rficie di rfroluzione • Sia inoltre edf la 
projesione della gefierfiti^ice di «pesi;' altra superficie $u 
di uà {Nuaao perpendicolare al primo , e la proiezione 
del suo 'asse su di questo atesso piano sia espressa dalla 
Vd perpendicolare sulla tiM • 

Ciò posto , si tiri in <|uesta ciur?a t^tf qualnncpe or« 
dittata m't all'asse D'4Ì',per la quale si supponga con- 
dotto un piano oriaeontale : un tal piano segherà nella 
superficie di rivoluzione un eerchio del raggio inu\ che 
avrik per projezione orizzontale il cerchio ;»«r descritto 
coi ceniro -tf , e col raggio mrì . Inoltre col cateto nW 
e coli' aagolo opposto ad esso uguale a, quello in cui 
inclinasi al piano orizzontale la generatrice della super* 
ficie cilindiica ( Bo ) si descriva il triangolo n D'X' , e 
tagliata la bg uguale alla D'X' , si descriva per ^ la 
curva gpq identica all' altra abc (188 ) ^ ^rà questa la 
proiezione della comuue sezione del piano orizzontale 
condotto per la m't colla superficie cilindrica ; e per- 
ciò i puuti p<i q y ov' essa ìntersega il cerchio ps r, 8(i« 
ranno le corrispondenti proiezioni orizzontali di que* 
punti comuni alle due intersmioni prodotte da quel 
piano segante nelle superficie curve proposte , cioè di 
que' punti che sono ad esse comuni in tal piano • E 
proiettandosi questi punti p , q ìm p\ q sulla mi nell' 
altro piano di projezione , si avranno cosi le corrisp^uic 
denti proiezioni verticali de' punti suddetti delle super- 
ficie proposte . Laonde , continuandosi la stessa con« 
Itmrione , si verrà in tal modo ad assegnare una serie 
di punti p ^ 4} ec. sul piano orizzontale , ed un' altra 
cor rìspon (lente p\ <l\ ec. adi verticale \ cuocendo pas- 
sare una curva pe' primi di essi , ed nn' altra pe' se* 
CDodi saranno queste It respettive proiezioni dell' inter- 
iezione cercata • 

i5 
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E sarA facile poi à rileTdrri che per -mefezo di un 
simile sistema di piani seganti si potrÀ confstriiìre 1' fii<> 
tersezione di una superficie di rivoluzione intorno ad 
un as«e verticale con un piano di sito , il ^naté -, per 
maggior facilita , si potrebbe prendere perpendicolare 
a quello di projezione verticale .- 

igi.' Scoi. Se mai la superficie di rivoluzione- data 
ibsse stata quella di una sfera ; in tal caso il piano oriz- 
zontale si sarebbe preso perpendicolare alla generatri- 
ce del cilindro , e cosi sarebbe restata facilitata gran- 
demente la soluzione del presente problema' : poiché 
la projedone orizzontale della comune sanone* di eia* 
scun piano segante colla superficie cilin^icaf sarebbe 
'stata la stessa traccia di questa ; e tal traccia avrebbe 
anche rappresentata la projezione orizzontale delT in- 
tersezione da construirsi \ per lo che di questa proje- 
zione non sarebbe stato bisogno , che di fissarne sola- 
mente i limiti , la qual cosa facilmente si vede come 
debbasi eseguire . Laonde la presente ricerca si sareb- 
l>e ridotta a determinare la sola projezione verticale y 
che si sarebbe anche ottenuta in quel modo che sta in- 
dicato nel Problema precedente . E lo stesso , poco fa 
detto , avrà luogo , se mai essendo qa^lunqne la superfi- 
cie di rivoluzione , fosse però il suo asse parallelo alla 
generatrice della superficie cilindrica , nel qual caso il 
piano di prGJezione orizsontale^ che si prende perpendi- 
colare a questa , sarebbe anche perpendicolare a quello. 

LEMMA 

19*2. Se nel piano di una curva si prenda un punto ^ 
dal quale si tirino u^ punti di quella lurva delie rette^ 
ed in queste si ascindano , dal- punto preso , delle patii 
proporzionali alle intere rettt tiiate ; la curva che- pctS" 
sera per tutt i punti in tal modo assegnati in esse , ^a-- 
rà simile alla proposta • 
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Sia ACB (^fig* 59) una curva , ed O il punto preso 
ne) piano di essa , dal^uale a* punti C , D , E , F ec». 
della cuvra sieno condotte le OC , OD , OE , OF ec» 
prossimissìme 1^ una aH* altra , e sieno e , d ^ e ^ f^ ec. 
que*punti ove siffatte oongìungenti restano divise in un» 
stessa ragione data . E poiché "CO : OD :: cO : O^, 
sarà il triangolo COD simile ali* altro cOd-^ e cosi di- 
mostrandosi degli altri, i'Aas poligoni CDEFO, e cd-^ 
eJO saranno simili tra knro : che perciò il perimetro* 
CDEF inscriUo nella^ curva ACfi si troverà . esser sirni* 
le aH^ altra <M>rrispondente cdef^ ch^ é inscritto nell* al- 
tra curva acb , vale a dire ofae i lati corrispondenti 
dell' uno e delP altro s* inclìueranno in angoli uguali , e 
saranno di più proporzionali tra loro * Laonde anehe^ 
le curve ACB , acb che sono i limiti di tal! perimetri* 
saranno tra loro simili. 

193. Cor. Quindi si rileva in qual modo data una» 
curva in un piano si possa per un punto dato nel pia- 
no stesso descrivere una curva simile ad èssa , e coik 
Dna data scala . 

PROF. LXIX. PROBii. 

194* Construire F mt^nesUone di una superficie di 
rìvoluùone data' di sito e di forma intorno' ad un Ussè 
verticale^ con una superficie conica- anche data- di sito% 

II pnnto d i^fig» 60) sia- la prò jezione orizzontalo 
dell* asse della superficie di rivoluzione data» , la retta 
^d perpendicolare alla LM sta la corrispondente ppo<^ 
jezione verticale dello- stesso ; e la curva gdf sia- la 
proiezione verticale della generatrice della proposta su- 
perficie di rivoluzione ^ alferchè nel suo rivolgimento 
iatomo air asse trovasi in nn jMano parallelo a quello 
di lai proiezione ^ T altra curva abo poi dinoti la ti*ac«^ 
«a della data superficie conic»^ il cui- vertice sia prd- 
jettato in e 9 e «. 
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Si tiri ima qualunque retta tni parallela alla LM ^ 
e la quale sia la traicela verticale di un pìaDO «^szon- 
tale cbe intersechi le due proposte superBcie ; sari 
un cerchio la comune sezione di esso col solido di ri* 
volu&ione , ed avrà per rag ^o la semiordiaata fini nella 
curva gdf ; e di esso se ne avrà la projezione oriz- 
zontale descrìvendo col raggio suddetto e col centro d 
r altro cerchio qps» Or lo stesso piano segante segnerà 
nella superficie conica una curva simile alla traccia abo 
di questa , e che avrà per proiezione una curva identica 
ad essa , la quale si otterrà nel seguente modo , cioè : 
si conducaper lo punto e la ci , ed il punto b ove tal 
retta intersega la eurva abc si pro^tti in B' sulla LM , 
e si unisca la Be' : saranno eb , e B' le projezioni di 
quel lato del cono proposto che passa per b . 

Ciò posto si divida la cfr in i in modo che stia cb : 
ck 1 1 Be' : cH , e poi per k si descriva la curva fkq 
rimile alla data abc ( lemma pree. ) , saranno à , à' le 
projezioni corrispondenti di quel punto K della cinrva 
d' intersezione , ch^ è nel piano orizzontale condotto per 
la tni , in dove è essa incontrata dal lato suddetto ^ e 
la curva pàf sarà la prolekiona di una tal intersezione. 
Finalmente é chiaro che i punti p > f ove la curva pkq 
* intersega il cerchio pqs sieno le projezioni orizzontali 
corrispondenti di que' punti ne* quali s" intersegano nella 
spazio le comuni sezioni del piano segante condotta 
per la tni colle due superficie date , o sia que* punti 
comuni a queste , i quali esistono in un tal piano ; e 
p , tj ne dinoteranno le corrispondenti projezioni verti* 
cali • E determinando in simil modo una serie di punti 
come p , 9 sul piano orizzontale , ed altrettanti come 
p y 9 «ul verticale di projezione ; k curva , o i rami 
di fdurva , che paaaerà pe* primi sarà la projezione oriz- 
sontale deir intersezione che dovevasi construire , e T aU 
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tra condotta pe' iecon^' ne sarà la comtfpondeiite prò- 
jexioae ^erticak $ eke perciò una tale intersesione 5Ì 
farà constmita ( 176 ) • 

PROF. LXX. TEOR 

195 • Construire t intersezione di una euper^Me ewU'' 
ca ea» quMa di una ^era data « 

Sol. Cos. 1. Sieiio primienmente ooscentrielie guaite 
due superficie , cioè che il Tertice del oobo sia centro 
della sfera, e siano a , a {Jig. 61 ) le pro|eflÌ6M del cen- 
tro comune, n^ la traccia orizsontale data della snper- 
fide conica, ant'il raggio delta sfera, e U cerchio Vfg m 
la projeftione verticale di essa • Ciò premesso , si con- 
cepisca passare per V alteaaa orìssontale Ad del centro 
comune delle due superficie date una attìe di pia», sa- 
ranno questi tutti verticali , e diaaauno di loro interse* 
ghera la superficie conica in un sistema di rette , pro- 
iettate tutte orizzontalmente nella traccia orisiontale del 
corrispondente piano segante , e la superficie della sfera 
in un suo cerchio massimo ; ed i punti ne* «juaK s* incon- 
treranno , per ciascun piano , quelle retto con questo 
cerchio si apparterranno ali* intersezione da construirsi« 
Rappresenti la retta nad la traccia orizzontale di uno 
di questi piani , dovranno le generatrici nelle quali esso 
incontra la superficie conica passare per a, d, ed esser 
proiettate sulla nd\ e se si abbassino da questi punti 
sulla LM le perpendicolari nN* , dOi , congiunto le N'a , 
Da', dinoteranno queste le respetttve'projezioni ver- 
ticali di quelle stesse generatrici. 

Per construire que* pudti in dove queste rette in- 
contrano la dconferenza del cerchio segnato nella sfe-«^ 
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ta dal piano stesso ; si tiri per a la relfca fitg paralTe^ 
Ift alla LM , e poi s'intenda il proposto pì&no segante 
rivolgersi intorno alia Aa , finché la nd coincida colla^ 
fjg : è chiaro che in un tal moto non sì varierà Y altez- 
za orizzontale di essi punti 'd' intersezione ^ che i punti 
d , n descrivendo gli archi circolari dg , nf verranno 
ad applit:arsi in g , /sulla fg 5 e che projettando que- 
sti in G' , F , le Gd y Fa' dinotino le projezioni ver^ 
ticali delle generatrici della superficie conica , che pas- 
savano per d 9 n ) nel nuovo sito che ha preso il piano 
segante che le contiene • Inoltre i punti ^'Z*, ov-esse in-> 
tersegheranno respettivamente la circonferenza tfgni^ 
eh' è la pÈojesione verticale dell' intersezione di esso 
piano colla superficie della sfera , considerata anche 
nella posiiione che ha presa in virtù del movimento 
del piano , saranno le projezioni verticali de' punti 
dell^ intersezione dimandata ^ considerati anche nella 
nuova posizione di un tat piano • Il perchè le proje- 
zioni di essi punti nel vero loro' sito dovranno esistere 
nelle parallele gU ^fU alla LM , tirate pe* punti g\fj 
ed esser perciò i punti K , U ove queste rette incon- 
trane respettivamente le Da' , N'a , che doveano pur 
contenerle ^ e se si progettino i punti A', k sulla nd in 
h y k saranno questi le corrispomlenti projezioni oriz- 
contali degli stessi punti d' intersezione. E facendo pas- 
sare una curvA per tutt' i puntiA' , It determinati nel 
modo stesso y ed un* altra per tutt' i punti h ^k y sa*> 
ranno queste le respettive projezioni deli' intersezion» 
proposta • 

Cas. a« Se non sono concentriche le due superfi- 
cie , si prenda per direttrice de' piani leganti quell» 
retta che unisce i due centri loro , e stabiliscasi il pia- 
no di projezione verticale parallelo a. questa \ saranno 
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pure ììtìeé iretfe le intersezioni' di cialscuA piano segaci* 
te colla superficie coniar , e cerchi mas^i qtielle elio 
lian luogo colla sfera /e tatta là soluzione* si condurre 

a fine come nel caso precedente • 

». ». 

' LEMMA 
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196. 'Za prof exione di un terchip il cui* pièno i incile 
nato a quello su cui si projetta è un* ellisse , che ha 
per centro la 'pfojètione del' centro dèi cerchio daiOy ed 
in cui r asse maggiore è quanto il diametro di questo^ 
ed essa sta al minore , come il raggio mi esseno éeltan^ 
golo d inclinazione del cerchio al piano di projetione * 



n piano -a A! a' ( jCf . 6ìi ) in coi CMte il semicer'Cliio 
i'Dc sia perpendicolare al piano a'A'M , e quindi inclinisi 
a girello di projezione M A'«' n^l^ angolo dato a A'M • 
Dagli estremi '&', e del diametro di quel semicerchio 
si abbassino sulla LM le perpendicolari b*B! , cG y sa- 
ranno B\ Ci limiti della curva B'^i'C y che 'dinota -nel 
piano aA'M la projezione del cerchio proposto . Or da 
un qualunque punto d preso nella b'c si abbassi la dH' 
perpendicolare alla LM , e per essa ri concepisca un 
piano perpendicolare alP altro a AM ^ è chiaro che que-> 
sto doTri intersegare il piano aA'-a' m una retta perpen-> 
dicolare alla A'a\ e quindi segnare nel semioerohio^'Dc' 
una sua semìordinata dJ) , di cui un estremo d sari prò* 
iettato in D', e V altro D in J ; che perciò k ìi'fi sarà 
<]uanto la sua projezione D'd . E poiché li'D'cnii'klcsa 
lyd*\ sari perciò D'd* : B'D'C :: tìdé . -VSfC li 
{ b'd : B'D' ) ( de' r D'C ) ; e finafanente apm» il qtta* 
drato di AV a quello di AC. Vale a dire;. che k 
owva B'dC è tale che in essa il «quadrato dinma qua^ 
lunque aemior^aU dD' aU «l r^taugolo B^D'C :di^k ^ 



'\ 
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MBfism da entrambi i Tertici , nella costante sagume del 
^tiadrato di A!e a quello di AC • Adunque essa sarà 
un' elUase in €ui Tasse maf^giore stari al minore , come 
A'c : A'C , orna come il raggio al coseno dell* angolo 
a A'M. Ma allorché la semiordinata O'e di quest'ellisse 
passa per la projezione O' 4^1 centro o del cerchio da- 
to , àeyft essa pareggiare il raggio o'E di quel cerchio, 
ed essere il semiasse maggix>re di tal eUisse» Adiuique ec. 

paOP. IJPLI. PROBL. 

1^7. C^nsirwe P interieùonc' di due superficie di 



? 



7 SoL Ca$ t. Abbiano primieramemte esse superficie 

i loi^ assi in un piano stesso \ e suppongasi un di que- 

V ati perpendicolare al piano orizaontale , e Ì piano ver- 

tioaie parallelo a quello ohe vien determinato dagli assi 

« stessi . 

^ Ciò pobto , sia a {fig^^i ) la proiezione orìtzontale 

delibasse ▼erpicale , A'a la projezione verticale dello 

^ stesso , Cile* la cunra generatrice della superficie corri- 

^ . apondente , rappresentata sul piano yertìcide : e sia ai 

' ^ -la prefazione orizzontale delibasse dell' altra ^ BV la 

irevticaje , ed fJh^ la generatrice di una tal superficie, 

n}^resentata anche sul piano .verticale; é dhiaro , che 

aavanno M y a le projezioni di quel punto nel quale i 

idne dm si segano . 

COBcepascasi adesso . una superficie sferica avente 

per cmatro nn tal pùnto , inlersegare le due superficie 

date; saiA projezione verticale di essa il cerchio iVo'/»^ 

descritto col centro a e col raggio della ' sfera ^ una 

.tal snperjBcie avendo V asse di comune con tiascuaa 

$i .dalltt date kilaiHgherà ^ come è chiaro , ognuna di 
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queste in im cerehio , perpendicolare air asse della 
stessa . Che perciò , la projezione verticale deir ìnter- 
seziotie della sfera colla prima di tali superficie sarà 
la retta rio perpendicolare alla A a' > e T orizzontale 
sari il cerchio isor descritto col centro a e col diametro 
no \ e r intersezione della stessa superficie sferica coir 
altra delle date avri parimente , per sua projezione 
verticale la retta Up perpendicolare alla a'B' ; e 1 
punto r nel quale s* intersegano le no , Icp sarà , com* à 
chiaro , la projezione verticale di que* due punti ne' quali 
si tagliano le circonferenze de^ due cerchi projettate 
verticalmente in no , Hp , cioè di due punti dell' in* 
tersezione da construirsi . Se dunque per tutti i punti r 
cosi determinati si conduca una curva , sarà questa la 
projezione verticale di essa intersezione • 

Proiettando ciascun punto r sulla circonferenza del 
<:erchio corrispondente tiro in r ^v^ saranno questi le 
projezioni orizzontali de* due puuti d' incontro delle 
circonferenze de* cerchi suddetti , i quali si trovano 
sulla .stessa sfera ; e la curva tirata per tutti questi 
punti r similmente determinati sarà la projezione oriz- 
zontale dell* intersezione stessa • ^ 

Cos. a. Elsìstano in secondo luogo gli assi delle 
due superficie date in piani diversi ; e si continui tut- 
tavia a supporre un di loro' perpendicolare in a al pia- 
no orizzontale e *1 piano verticale parallelo ad entram- 
bi y dovrà la projezione orizzontale dell* altro asse es- 
ser parallela alla LM ( fig. 64 ) : dinotino finalmente 
le Kd , Vy le projezioni verticali rispettive di tali 
assi , e le cturve dcd , hdg segnate sul piano di pro- 
jezione verticale sieno le generatrici corrispondenti 
delle due superficie di rivoluzione . 

Ciò posto , si tirino iiel piano verticale le rette 
Fy ec. tutte perpendicolari alla B'fr'; e per queste si sup- 

16 
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pcndicolare al piano di quest» altra projesione : laonde 
tal linea curva non potrà essere che queUa sola in cui 
queste due superficie cilindriche s' intersegano ^ e per- 
ciò sarà data di sito (180). 

E siccome di ogni ponto della linea curva pro- 
posta nello spazio se ne hanno le due projezioni , si 
ha quindi V altezza di esso su di uno de^ piani di pro- 
iezione (37) , e per conseguenza il lato che corrispon- 
de nella superficie cilindrica retta a tal piano . Laonde 
si potrà in questa superficie cilindrica segnare un tal 
punto ; e cosi facendo per ogn' altro , si verrebbe a 
disegnare su di questa V effettiva linea curva data per 
mezzo delle sue projezioni , che perciò si savà esibita 
la sua forma . 

aoo. Cor. Da ciò si vede , che per determinanti della 
forma e posizione di una linea curva a doppia curva- 
tura possansi anche benissimo prendere due superficie 
qualunque date di sito , in ciascxma delle quali quella 
si supponesse esistere ; perchè si è veduto nel Capitolo 
precedente , che da queste si poteva construire la loro 
intersezione , e quindi la curva in quistione • 

uoi. Scoi. Sebbene sieno i poc^anzi detti i deter- 
minanti generali del sito , e della forma di una qualun- 
que linea curva a doppia curvatura nello spazio ; talune 
volte però essa può restare meglio determinata col 
darsi la legge del moto del punto generatore \ e questo 
metodo praticavasi dagli antichi geometri nel definite 
alcune di esse , come or ora passeremo a vedere • 

aod. Def* Se restando fisso il lato 01 ( fig. 66 ) 
del rettangolo AOIE , questo si rivolga intorno ad un 
tal Iato y e che nei tempo stesso si concepisca un 
punto da A scorrer equabilmente lungo T altro lato 
AE in modo tale , che nel mentre quel rettangolo com- 
pie un' iutera rivoluzione , e quindi genera un dlijidra 4 
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quel punto si trovi col suo moto sulla AE giunto in C : 
un tal punto con questi due moti combinati gene- 
rerà sulla superficie del cilindro la linea curya ADC , 
cbe si diri spirale cilindrica , spirale JpoLloniana , e 
volgarmente elica. 

ao3. Una tal linea curva è precisamente quella cho 
ci vien rappresentata nelle arti dal rilievo di una vite, 
o dall* interseauone di una scala a lumaca col muro so 
cnii poggia . 

ao4* E se , supponendo indefinito il rettangolo OE, 
dopo che il punto mobile da A è giuuto in C , , conti* 
nui a scorrere col moto stesso sulla CE , ed il rettan- 
golo compia intomo alla OI un' altra rivoluzione , men- 
tre quel punto da C passa in E , si verrà da esso a 
descrivere , come poc^ anzi , un altro ramo di curva 
CHE continuo al precedente , ed identico ad esso : e 
cosi in seguito se ne potrebbero concepir descritti de- 
gli altri air infinito . 

2o5. Considerando come una sola curva V intera 
ADCHE ec* , la distanza AC , T altra CE , o ogn' altra 
di que^ punti ov* essa è incontrata dallo stesso lato AE 
del cilindro , si dirà passo della spirale cilindrica • 

ao6. Scoi* Una tal curva a doppia curvatura può 
ancbe intendersi generata dal raggio OA , il quale men- 
tre rota intomo al punto O , per generare il cerchio, 
scorre col suo estremo O lungo la retta 01 perpendi- 
colare al piano di quel cerchio ; e la spirale cilindrica 
sarebbe allora quella curva, che vien descritta dall* al- 
tro estremo A « 

207. Or ad imrtaxione della spirale cilindrica 
può concepirsene descritta un' altra sulla superficie di 
im cono , nel seguente modo 

ao8. Def. Se il triangolo rettangolo DOA (figSy ) 
si rivolga intorno al cateto fisso DO , e che nel tempo 
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slesso un punto scorra sulla sua ipotenusa da D verso A 
in modo che quando quel triangolo La compita un^ in- 
tera rivoluzione , quel punto si trovi giunto in A : un 
tal punto con tali due moti descriverà sulla superficie 
del cono che vien generata dal lato DA una curva 
DBA , che si diri spirale cornea • 

209. E continuandosi il moto di rotazione dell* an- 
golo ODA intorno alla DO , ed il moto stesso progres- 
sivo del punto lungo la DA indefinita , si verrà dopo 
un^ altra rivoluzione intera di quell' angolo a descrivere 
nn^ altro ramo di spirale conica continuo col primo } • 
cosi in seguito . 

210. Def. Inoltre se il quadrante circolare KOH 
( fiS' ^^ ) ^^ rivolga intorno al raggio fisso OH , finché 
ritorni nel luogo stesso dove cominciò il suo moto , e 
che nel tempo stesso un punto scorra equabilmente da 
H in K lungo la circonferenza HNK ; un tal punto col 
suo doppio moto descriverà sulla superficie deir emi- 
afero generato da quel quadrante la linea curva HIK , 
che si dirà spirale sferica « 

PROF. LXXIII. PROBL. 

aii. Date le projezioni di una curva , cV è nello 
spazio , determinare s* essa sia a semplice , o pure a 
doppia curvatura . 

Sieno abcd^ dVci (7^.fi9)le projezioni della cur- 
va proposta \ e primieramente se una di esse , la ahcd peir 
esempio , fosse una retta , una tal curva nello spazio ^ 
non potrebbe essere che a semplice curvatura 5 poiché 
essa in tal caso dovrebbe risultare dalP intersezione della, 
superficie cilindrica normale al piano della projeziono 
dblcd che avrebbe questa curva per traccia , e de 1 
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piano verticale a quello della projezione abcd^ e che ha 
per sua traccia su di c[ue$to ]a retta data : adunque una 
tal curva* doTrà esistere in questo piano, e perciò es- 
sere a semplice curvatura • Suppongasi dunque , ch^ . 
ambe le proiezioni abcd , dU^cd sieno linee curve . Si 
prendano in una di esse abcd , ad arbìtrio , i quattro 
punti a^b^^o ^ d ^ i quali si prp jettino suU" altra curva 
in ti ^b\ c\d[ ^ saranno quelli e questi le corrispon« 
adenti proiezioni di quattro punti nello spazio esisten- 
ti nella linea curva proposta • Or si determini il pia- 
no che passa per tre di questi punti ad arbitrio , e 
la retta che congiugne un di essi stessi col quarto : se 
tal retta incontrerà i piani delle projezioni abcd , dUcéC 
nelle tracce di un tal piano ( e ciò è sufficiente speri- 
mentarlo per una sola di queste tracce ) , sai^à chiaro 
cb^ essa' esiste in questo , e quindi che quel quarto pun- 
to esisteva co* primi tre in un piano stesso , dal che 
ne segue che la curva proposta abbia tutti i suoi punti 
in un piano , e perciò che sia a semplice curvatura • 
Ma se poi ciò non avviene , la curva proposta sarà a 
doppia curvatura . 

21 a. Cut. Si rileva da quello che in principio di 
questo Problema sta detto , che una curva a doppia cur« 
vatura non possa mai avere per una delle sue proie- 
zioni una retta . 

PROF. LXXIV. PROBL. 

ai 3. La tangente una linea curva nello spazio in 
un punto di essa ha per proiezioni le tangenti le proje- 
zioni di tal curva in €jue* punti , che sono .le projtizioni 
del proposto • 

Imperocché il piano projettante una tal tangente 
su ciascuno de' piani di projezione ove esistono le prò- 



laS «SOMETRIA DI SITO. 

jezioni della curva proposta deve risultar Ungente alla 
superficie cilindrica retta a tal piano , la qiiale ha per 
traccia la projezione di quella curva r Laonde la trac- 
eia, di questo piano projettante dovrà risultare tangente 
alla traccia di quella superficie cilindrica , o sia alla 
corrispondente projezione della curva , in quel punto , 
eh* è , com' è chiaro , la projezione del contatto nella 
curva proposta • 

ai4* Cor. Si Tede da ciò chiaramente in qual modo 
si possa esibir la tangente in un punto di una curva 
data nello spazio . 

aiS. Scoi, E più generalmente se una curva nello 
spazio sia data per mezzo di du^ superficie curve date 
nelle quali esiste , o di cui è V intersezione , si ot- 
terrà la tangente per un punto dato di essa , tirando 
per questo punto il piano tangente a ciascuna di quelle 
superficie curve , ch^ erano i determinanti della curva 
proposta , e la tangente cercata sarebbe espressa dair in-> 
tersezione di que' due piani tangenti • La qual cosa è 
facilissima a comprendersi • 

E da questo principio si potrà talvolta trarre pro- 
fitto , per condurre geometricamente la tangente aHa 
projezione di una curva nello spazio , la quale risulti 
dair intersegarsi due superficie curve la genesi delle 
quali sia facile , e facile anche il coijidurk vox piano 
tangente • 
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a 16. Per dare ijualclie esempio della maniera di risol- 
rere i problemi che possonsi proporre sulle linee curve 
A doppia curvatura , partendo semplicemente dalla legge 
del moto del punto che le genera , abbiamo prescelta la 
spirale cilindrica , cli^ è la curva a doppia curvatura 
più conosciuta presso gli antichi , i quali la impiegaro- 
no utilmente nel rettificar la circonferenza del cerchio 
come sì rileva dal Lib. IV. delle Collezioni Matemati- 
che di Pappo Alessandrino , e che in altri importanti 
e di£Ecili problemi può talvolta con gran vantaggio im- 
piegarsi y come si vedrà in appresso ; ed anche perché 
essa al presente è di un grandissimo uso nelle arti di 
eoQstruzione , ed in quelle del disegno . Nel seguente 
Capitolo intraprenderemo le stesse ricerche per un' al- 
tra curva a doppia curvatura immaginata da' moderni , 
e cluaxnata da essi epicicloide sferica . 

PROP. LXXV. TEOR. 

a 17- Nella spirale cilindrica ^ ogrCarco del cerchio 
hase del cilindro sta a quella parte del lato di questo 
che déilP estremo delf arco va fino alla spirale , come 
la circonferenza di quel cerchio al passo della spirale , 
doé sta r arco AM ; MK, come la circonferenza AFM : 
AC (>%•. 66 ) . 

*7 
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Imperoccliè nel descriversi la spirale cilinclriCJi 
r arco circolare AM , e la parte corrispondente MK del 
Iato del cilindro vengono ad essere contemporaneamen- 
te descritte , che perciò esse deLbono esser proporzio* 
naii alle velocità con cui si descrivono • Or i{ueste ve^ 
locità sono precisamente le stesse con cui contempora- 
neamente descrivonsi la circonferenza AFM , e il passo 
AC della spirale , giacché il moto di rotazione del rag- 
gio OA^ intorno al punto O , e quello progressivo del 
punto O lungo la 01 si suppongono equabili ; che per- 
ciò tali velocità debbono essere i:ome quella circonfe* 
renza alla AC • Adunque in questa ragione starà pure 
r arco circolare AM alla parte corrispondente MK del 
Iato del cilindro su cui è descritta la spirale . 

3 18. Cor. 1. Quindi gli archi circolari AM, AM^ 
saranno tra loro come le MK , M'K' . 

219. Cor. 2. E se la spirale ADC sia segnata stil ci-«> 
lindro quadrato FC , starà ogn' arco AM alla corrispon- 
dente parte MK d<el lato del cilindro , come la circon- 
ferenza di un cerchio al suo diametro . 

220. ScoL Ciò posto la retta PX {fig. 70, e 66 ) si 
ponga uguale alla circonferenza del cerchio FMA , e 
r altra XY perpendicolare ad essa nel syo estremo X sia 
quanto il passo AG della spirale cilindrica ADC , con- 
giunta la PY , se prendansì nella PX le PQ , PQ' ec. 
Uguali agli archi AM, AM', ec, le perpendicolari elevate 
da questi punti alla PX e prolungate sino alla PY dovran- 
no essere quanto leMK, M'K' ec. Imperocché peM rian- 
goli simili PQN, PQ'N', PXY sU PQ: QN :: PQ' , 
QN' J I PX : XY , cioè come la circonferenza del cer- 
chio FMA al passo AC della spirale cilindrica , o sia 
come AM : MK , o come ABT : M'K' : che perciò es- 
sendosi supposte le PQ , PQ' uguali rispettivamente 
alle AM , AM' j dovranno k QN , QN' esser quanta 
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le MK ^ BTK* . E sarà facile , inoltre , il rilevare , che 
la PY sia quanto la lunghezza dell' intera spirale ci- 
lindrica ADC , e che le PN , PN' sìeno rispettivamente 
tignali alle AK , AK' : dal che si rileva che la rettifica- 
iione indefinita dellai spirale cilindrica dipenda dalla 
rettificazione indefinita della circonferenza del cerchio« 

PROF. LXXVI. TE OR. 

221. La spirale cilindrica cotlnuàta interscga tutti 
i lati del cilindro su cui è segnata ad una distanza , 
eh* è sempre^ quanto il passo suo . 

Sia ADCUE ( fig, 66 ) una spirale cilindrica con- 
tinuata , il cui passò sia AG ^ ed un qualuncpie lato ST 
del cilindro FMAEG sul quale essa è descritta la in- 
tersechi ne' punti ^^ e ^ dovrà la ac essere quanto il 
passo AC • 

Imperocché s* intenda per lo punto a passare un 
piano parallelo alla base del cilindro , che segnerà in 
questo il cerchio fam identico air altro FMA . Or se 
il principio del moto del punto che descrìve la spira- 
le cilindrica proposta si supponga essére il punto a , e 
che la legge del moto di questo sia la stessa di quella 
del punto A , dovila dal punto a percorrersi lungo H 
lato ST , e nel tempo che si descriverebbe la spirale 
àDCc identica air altra ADC , la ac che sia quanto U 
AC • Adunque eq. 

PROP. LXXVII. TEOR. 

222. La spirale cilindrica incontra tutC i lati del 
cilindro sotto t angolo stesso , la cui tangente è quanto 
il rapporto della circonferenza del cerchio buse del ci* 
Kndro sul quale la spirale è deficriùta ciL passo di essa • 
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Sia ADC ( fg. 66 ) la spirale cilindrica , il cui 
principio sia il punto A, ed essa incontri in a un qua- 
lunque lato SaT del cilindro sul quale è descritta . S' in* 
tenda per a condotto un piano parallelo alla base FAM 
di tal cilindro , ed il cerchio fom identico all^ altro 
FAM sia la sezione che in esso da quello si produce » 
Or si supponga il cilindro /à/nAMF separato dal restante 
dell' intero cilindro AG , adattarsi colla sua base FMA 
sul cerchio font in modo che il punto A cada in a : 
e siccome la legge del moto di un tal punto nel descri* 
vere la spir^e non si cambia , ne segue che il punto a 
si potrà prendere come il principio della stessa spirale 
che si descriveva dai punto A , la quale solamente va- 
ri era , perche in luogo di terminare in C terminereb- 
be in e . Adunque V arcò AKa dovrebbe coincidere 
con un arco uguale della spirale aCc ^ che perciò gU 
angoli in cui inclinasi la spirale ADC a* due lati AC , 
ST del cilindro su cui è descritta dovranno essere tra 
loro uguali . 

Ciò posto nel principio del moto sia AM un archet- 
to circolare minimo , AIK T altezza contemporaneamen- 
te descrìtta dal punto A col suo moto progressivo , e 
finalmente AK T archetto di spirale contermine ; si po- 
trà considerare come rettilineo il triangolo AMK rettan- 
golo io M , e quindi la tangente deli' angolo AKM sar4 
espressa dal rapporto di MA : MK , o sia della circon- 
ferenza, del cerchio FAM al passo AC della spirale (aiy), 
aaS. Scoi, La dimostrazione del precedente Tcor. 
ayrebbe potuto egualmente rilevarsi dallo Scoi, delia 
prop. precedente , mentre da questo si vede , che il 
triangolo PXY rappresenta lo sviluppo di quella par- 
te della superficie cilindrica AG , eh' è tra la basQ 
FAM , e r eiica ADC in esso segnata , e che una tale 
««lica aia per conseguenza su questo sviluppo dinotata 
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dalla retta PY . Finalmente che nell' ottenersi questo 
sviluppo non siasi affatto cambiato il sito de^ lati del 
cilindro rispetto alla base ed alla spirale , che perciò 
essi debbano incontrar ^esta sullo sviluppo in quelli 
stessi angoli rispettivamente , in cui T incontravano sulla 
superficie cilindrica • Adunque siccome la PY che rap- 
presenta la spirale cilindrica sullo sviluppo PXY incon<* 
tra tutte le QN , Q'M' ec. sotto lo stesso angolo , si<* 
miJmente sotto lo stesso angolo 'quanto PYX doveva 
incontrarli sulla superficie cilindrica • Ed un tal angolo 
è chiaro che abbia per tangente il rapporto di PX ad 
XY , le quali due rette dinotano la circonferenza del 
cerchio base del cilindro su cui è descritta la spirale ^ 
ed il passo di questa • 

aa4« (^or. Da questa prop. si rileva che tutte le 
parti di una stessa spirale interposte tra i lati equidi- 
stanti del cilindro sieno identiche , e che questa curva, 
abbia dappertutto una stessa curvatura • 

PROP. LXXVIII. PROBL. 

22$ • Conosciuta la legge del punto che genera urna 
spirale cilindrica sulla superficie di un dato cilindro ^ 
construire la projezione verticale di una tal curva • 

Sia FBA ( fig. 71 ) il cerchio eh' é la base , e 
quindi la traccia orizzontale del cilindro proposto , ed 
il punto A preso nella circonferenza di tal cerchio di- 
noti il pnncipio della spirale cilindrica , che si descri- 
ve da quel punto con tal legge che sia A'c T altezza pro« 
gressiva alla quale esso perverrebbe nel tempo stesso 
che descriverebbe la circonferenza FMA , cioè sia A'c' 
guanto il passo della spirale • Si tiri per A il diame- 
tro AF I al quale si conduca: ovunque nel piano FBA 
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k paralella LM , e per questa si supponga passate il 
piano verticale di projezione • Ciò posto è chiaro che 
Qualunque lato del ciKndro , quello , per esempio , che 
incontra la sua base in R debba esser projettato "Ver- 
ticalmente in una retta R'rV" perpendicolare alla LM » 
e che la parte di esso interposta tra il punto Re rin- 
contro colla spirale debba pareggiare la corrispondente 
pri>i»'zioue : finalmente che ogni punto della projezio« 
li*' delia spirule debba esser tanto alto sulla LM , quan- 
to r è un tal pùnto sul piano ABF • Or si esponga la 
retta PX (y?f .70 ) che sia quanto la circonferenza ARF, 
e dal suo estremo X gli si elevi la X¥ uguale al passo 
intero della spirale : indi si prenda nella PX la' quar- 
ta parte PQ la quale rappresenterà perciò la lunghezza 
del quadrante AB ; se il punto B si projetti in B' , e 
che poi yi si prenda al di sopra della LM la B*b* ugua-* 
te alla perpendicolare QN elevata sulla PX , e fino alla 
PY , il punto y rappresenterà la projezione verticale di 
quel punto della spirale cilindrica che corrispondeva in 
projezione orizzontale ali* estremo B del quadrante AB 
Similmente dividendo Parco AB in un dato numero di 
parti uguali e più piccole che si può , una delle quali 
sia espressa dalla AR ; e la PQ in altre linee , di cui 
la prima sia PS , projettando il punto R in R' e poi 
prendendo al di sopra della LM la RV uguale alla ST 
«i avrebbe quel punto delia projezione verticale della 
spirale cilindrica eh* è in quel lato del cilindro il q«a« 
le passa per R ; e cosi sempre facendo si verrà a de^ 
scrivere per punti la projezione cercata A'/'c . 

226. Scoi. 1. Si potrebbe anche, allorché si è de- 
scritta di tal projezione una metà A!b'fy immaginare per 
f la retta Im parallela alla Liti ; ed è chiaro allora ^ 
che incominciando a contar la spirale dal punto F ^ la 
projezione di qucU* «dtra metà sua , che vien descritta 
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contemporaneamente al semicercliio FrA debba inca^ 
minciare dal punto /* , ed essere identica alla prima 
A' r'f* ; ond* è cb' essa potrà descrÌTersi come questa : 
E le altre successive projezioni ch!j He si potranno poi. 
descrivere per mezzo del lemma esposto neli». iS8, s^ 
prendanst le rr\ b'^'ec, tutte uguali al passo della spirale* 

227. ScùL a La curva cVè la projesione vertica* 
le di una spirale cilindrica , ad imitazione di quelle 
cbiamate dal Leibnìtz linea de* seni , linea de* coseni ^ 
e linea delle tangenti', la cbiameremo linea de^ seni^ 
versi ; poicbè in essa prendendosi per asse la A'F* , 
e per principio delle ascisse il punto A' , si ba jr : 

jé. sen. V. X. Il p i e y e quindi j'c=<E . ^. sen. u, x. , 

dinotandosi dap il passo della spirale i e da eia circon* 
ferenza del cercbio base del cilindro • 

PROF. LXXVIIL PROBL. 

228. Tirare la tangente ad una spirale cilindrica da^ 
ta , per un punto di essa di cui n* è data la prelezione 
orizzontale • 

Abbia un tal punto per proiezione orizzontale il 
punto d (;fg. 71 ) , e da questo si abbassi sulla LM 
la perpendicolare indefinita dVJ'J" ec. , la quale incon- 
tri la projezione verticale della spirale in éf , dl\ d'* ec.} 
saranno i punti d , J" , ec. , sempre quelli segnati coo- 
un numero impari di apici , le projezioni verticali cor* 
rispondenti di altrettanti punti della spirale cilindrica, 
cbe avranno per loro projezione orizzontale lo stesso 
punto dato d , or cbe questo si trova nella prima semi- 
circonferenza A^F , e per ognun de^ quali si tirerà la 
tangente alla spirale cilindrica nel modo stesso cbe 
adopreremo per condurgliela in quel punto projettata 
verticalmente in ^ , e cbe quindi ba per altezza oriz- 
zontale la dD' . 



/ 
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Or poiéhè la tangente nel punto dato D è tale^ 
cIm , se si sviluppasse la superficie cilindrica su cui è* 
la spirale , nel piano tangente , coinciderebbe con 
quella retta cbe rappresenta lo sviluppo della spi* 
rale ( aaS ) ; perciò essa dovrà comprendere col lata 
del cilindro cke passa per D «n angolo la cui tangen* 
•ia uguale alla ciiTonferenva del cerchio AdF divisa 

pel passo della spirale , eioé = ^""^'^ ^ — • Ma deve di 

più la projesione orizzontale di tal tangente toccare 
in 4 questo cerchio , ed esser quindi la dU • Adun- 
que nel triangolo formato dalla tangente cercata, dal* 
la Dd j e dalla dU deve stare la Dd alla dU come il 
passo della spira alla (:irco;iferenza AdV • Quindi si 
avrà il punto U in dove tal tangente incontra il piano* 
orizzontale ; e projettando questo punto U in U', con- 
giunta la IJ'ct y questa sarebbe la projezione verticale 
corrispondente di essa : che perciò una tal tangente 
sari data. 

339. Cor,i. È chiaro dalla construzione del preceden- 
te problema , che la d\ì debba pareggiare T arco dA • 
Lo cbe verificandosi successivamente per ogni altra tan* 
gente ne segue , che il luogo di tutt* i punti ne^ quali le* 
tangenti di una spirale cilindrica incontrano il piano del 
cerchio base del cilindro sii cui è descritta, sia un' altra 
spirale descritta nel piano di questa base dall*' estreme^ 
di un filo il quale trovandosi fisso in A, cà avvolto- 
intomo al cerchio AF<iA , se ne vada mano mano svol- 
gendo nel senso AdF A ^ che perciò una tal curva è , 
come si vede , Ik sviluppante di quel cerchio . 

33o. C4}r. 3. La U dt sarà la tangente ne( punto cT* 
la curva A'Jf ec. Ed ecco ih qnal modo si potrà geo- 
metricamente condurre la tangente in un punto quan- 
tunque di questa curva • 
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PROF. L&XIX. PROBL. 

nSi. Data una spirale cilindrica tirare ad eoa una 
tangente pcwallela ad un piano dato . 



AdP ( fig. 7 1 ) la base del cilindro su cui ti 
segnata la spirale , ed A'c sia il passo di essa • Siano 
inoltre mZ , Z'z le tracce del piano dato , delle quali 
la prima si prenda perpendicolare alla LM • . Ciò pre^ 
messo poiché tutte le tangenti della spirale cilindrica 
formano co^ lati di ({uesto solido , che passano pel punto 
del €0|itatio , lo stesso angolo , la cui tangente é cpiauf- 

to ^ ; perciò è egli chiaro , che descrìvendosi un cono 

il quale ahbia I* asse coincidente con ^ello del. cilin* 
dro , ed i cui Iati formino con questo V angolo poc* anti 
detto , un tal cono dovrà avere tutti i stt9Ì Iati rìspet* 
tivamente paralleli alle tangenti della spirale suddetta . 
Or si descriva col centro O i e col raggio OV uguale 
al quadrante ÀRB il cerchio VXT , e poi su di esso 
i" immagini descritto un cono che ahhia per projezioni 
del vertice i punti O ^ b\ cioè che sia la sua altezza 
quanto ^p , sari esso uno di que* coni . Lo che è faci» 
le a comprendersi . Ciò posto per lo vertice di tal 
cono s^ intenda condotto un piano parallelo al dato 
iTz y il quale interseghi la base del cono nella retta 
XY , e quindi segni in esso due lati projettati oriz- 
zontalmente in 0\ y OT • È chiaro da quello che A 
è detto che la tangente cercata avrà luogo in doppio 
sito della spirale cilindrica-, e eh' essa avrà le sue pro- 
jezioni orizzontali parallele alle OX , OT . Laonde se al 
cerchio AdF si tirino le tangeliti parallele alle OX, OY, 
saranno queste le projezioni orizzontali delle tangentf 
cercate , e le corrispóndenti projezioni verticali 9Ì de» 
termineranno come nel Problema precedente • 

li 
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lìEht* EPICICLOIDE SFEfllCÀ . 



2i3a^ n .Problema dal Viviani proposto agli Analisti 
de* suoi tèmpi col titolo di JEnigma geometticum (*) 
diede luogo ad Offemburgio di proporre anch^egli il 
seguente altro analogo : Forare una volta e/Hisf erica 
eoa finestre di /orma ovale , il perimetro di ciascuna 
delle 4juali $ia assolutamente rettificabile ( jitti di Lìp-^ 
sia 1718 pag. ^^')\ e Giacomo Ermanno occupatosi 
della soluzione di esso s' imbatté in alcune curve de- 
scritte sulla superficie della sfera in una maniera ana- 
loga a quella delP ordinaria epicicloide , cbe perciò le 
cbianiiò epicicloidi sferiche ( Aiti antichi di Pietrobur^ 
go voi. 1 pag.mx ) ; ed egli le credè dotate della pro- 
prietà <U esser sempre rettificabili 9 ond^è cbe per meza^o 
di esse pervenivasi agevolmente aUa soluzione del pro- 
blema di Offemburgio . Ma se i Geometri posteriori han- 
no riconosciuta la debolezza dell' ingegno umano ne' ra- 
gionamenti di Ermanno , che conducono alla poc' anzi 
detta conseguenza fallace \ ad un tale errore pevò dob- 
biamo la conoscenza di queste nuove curve , la quale i 
«tata non solamente utile pe' progressi ulteriori della 



(*) Uà Ul, problema era U seguente : Tra gU antichi monn^ 
menti delia Grecia vi è un tempio dedicato alla Geometria t il 
cui piamo è circolare ^e oh' è sormomtato da una volta emi^èrica 
forata da quattro finestre uguali » con tal arte » che il rimanente 
fiella juferficie è geometricamente quadrahile • Si cercaria la figura 
e il sito di tali finestre . 
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Geometria e dell' Atialisi , ma anche per le arti di con- 
struzione • La genesi delle suddette epicicloidi è la 
segaente . 

233. Def. Un cono retto che ahhia per Iato il 
raggio di una sfera , e per vertice il centro di questa , si 
muova in mòdo intomo al suo vertice , che il cerchio 
che n^ è hase ì'oti sulla circonferenza di un qualunque 
cerchio descritto sulla superficie della sfera «stessa , fin* 
che riadatti sulla circonferenza di questo quello stesso 
punto della circonferenza della hase sua , col quale 
r aveva toccata da principio ; un tal punto , nelP inte» 
ro gìso dd cono , verrà a descrivere sulla superfi- 
cie della afera uba curva , che si chiamerà epicicloide 

a34» n cerchio ch^ è sulla sfera si dirà cerchio im^ 
mobile \ e 1^ altro , ch^ è hase del cono , si dirà cerchio 
mobiU o generatore . 

a35. Cosi sia ADP un eerchio qualunque segnato (j^^'Y^-: 
in una sfera il cui centro é il punto O , ed il cono 
ABCO I che ha il vertice in O , ed il lato O A quant* il f 

raggio dì tale sfera , roti intorno ad O in modo che la 
circonferenza della sua base CBA scorra sopra quella 
del cerchio KD(p \ allorché il punto A delia circonfe-- 
renza ABC si vede di nuovo adattarsi in a sulla cir* 
conferenza del cerchio AD/x , si sarà detcrìtta suUar su^ 
perficie della sfera proposta 1' epicicloide sferica AEa • 
£ r arco ADa del cerchio immobile , eh^ è tra i due 
estremi A , a dell' eprctcloide sferica , e ch^ è quello 
sul quale si è mossa la circonferenza del cerchio mo- 
bile lo diremo base . 

«36. Cor. Dalla definizione precedente si rileva , 
che neir epicicloide sferica la circonferenza intera^ del 
cerchio mobile debba pareggiar la base dell* epicicloide 
afeiica , che perciò se il cerchio mobile e \ immobile 
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fossero itali «giuli > V epicicloide sferici avrebbe avuto 
il suo termine nel punto stesso ove aveva avuto il suo 
principio \ cbe se il cercbio mobile fosse stato «linore 
deiIMnmobile , in talcaso la base deli^ epicicloide sferica 
sarebbe un arco di quest' ultimo cercbio • Finalmente 
supponendo il cercbio mobile maggiore dell* immobile, 
la base dell'epicicloide verrebbe ad essere maggiora 
della circonferenza del cercbio imnhobile \ vale a dire 
cbe per descrìversi l'intera epicicloide sferica in queste 
caso j dovrebbe il cercbio mobile percorrere più di 
una volta la circonferenza del cercbio immobile ^ e 
quindi T epicicloide sferica verrebbe ad avere più di 
Vn ramo sulla superficie sferica nella quale è descritta. 

237. Cor. a. Se per un punto comune alle circoA» 
ferenze de' due cercbi mobile ed immobile si tiri le 
tangente ad una di esse , questa dovrà essere aaolie 
tangente alP altra ; cbe perciò i raggi di que* cercUcott» 
dotti a tal punto di contatto , essendo perpendicolari » 
quella tangente , comprenderanno 1' angolo d' incline* 
$ione del piano del cercbio mobile a quello dell' im- 
mobile , in quel punto 9 o pure il supplemento di 
esso • Or un lai angolo è supplemento di quella eke 
comprendono Ira loro V asse del cono , e la com^ 
giungente il (entro della sfera col centro del cercbio 
'immobile » il quale è costante , cbe perciò ancbe eo» 
stante sarà il primo ; vale a dire , cbe il piano ed cer^ 
éhio generatore delT epicicloide sforica s' inclina eemprm 
iotto P angolo stesso al piano del cerchio immobile « 

938. Qor. 3. Cbe perciò è cbiaro y cbe lutti q«e* 
raggi , cbe dal centro del cercbio mobile si tirano e 
que' punti ov' esso tocca il cercbio immobile» inclinandosi 
sotte uno stesso angolo al piano di questo , rappresen- 
tino i lati di una superficie cilindrica» la cui base è il 
cercbio Mumobile j ed il centro del cercbio mobile per* 



correri , per cpategiaenia , m questa auperficie cilindri* 
ca un ai*co di cerchio uguale e parallelo alla base del* 
'epicicloid» MUica, 

239. Scoi, Il Leseli in una sua Memoria delle epi- 
cicloidi flftrìckf ìftitriU we^ étti di Pietroburgo per 
Tanno 1779. P- !• si occupa ad assegnare T equaxione di 
tali cerve , a far lilevaro non esser vero eh* esse sieno 
feneralmente rettaficabili , limilaiidosi questa proprietà 
al solo caso che il cerchio mohile sia quanto fl còrcbio 
«uss iaso «bUa sfera , cioè cho il cono il qoal s* impiega 
a descriTCM T epicicloide sferica in una data sfera sia 
equilatero • Egli inoltre assegna la tangente per un punto 
qualunque dell' epicicloide sferica , ne determina il rag* 
gio di curralura, quadra alcuni trilinei compresi sulla 
•uperfioie della sfera tra un arco del cerchio immobile^ 
un arco epicieloidale 9 e T arco di cerchio massimo della 
a £era oondotto per gli estremi di quello e di questo • 
Finalmente esamina le altre curye che descnTonsi da 
un qualunque punto preso nel piano del cerchio mohile, 
aiel giro eh' esso fa per descrivere T epicicloide sferica. 
Or di tutte queste ricerche , che potranno dalla citata 
Memoria rilevarri, noi non imprenderemo qui ad esa« 
afìinwie y perchè coniacenti al nostro argomento , che la 
•ola di condurre la tangente air epicicloide sferica, per 
an ponto dato in essa , avvalendoci però de' soli mezzi 
che la Geometria ci somministra a tal uopo , e ad essa 
tì premetteremo T altra di esibire, le projezioni di un 
epicicloide descritta su di una data sfera , dati il etr- 
«Ilio mobile e T immobile , le quali tre cose sono i 
convenevoli determinanti deli.i )onua e del sito di una 
4al curva. Intanto per p!>rr'i Tieììe seguenti, ricerche 
tutto quel rigore die la ]>t>Mria Geometria esige y vi 
premetteremo i seguenti Icai;^^. 
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LÈMMA I. PROBLEMATICO 
ft4o. Dividere un arco dato , in data ragione • 

FMXl MANIERI PER MESSO «ELLA SPIEAUI CILUTDEICA . 

Il cerchio ABF (fig^ji ) sia la base di un cilindro 
sul quale tì stia segnata la spirale cilindrica ADC , e 
concentrico al cerchio ABF vi si ponga quell* altro di 
cui è parte T arco dato GHK , e questo si prenda dal 
punto G OTe lo incontra il diametro FA del primo . 
Sìa inoltre P : Q la ragione data secondo la quale hi* 
sogna divìdere T arco GK . 

Si unisca la OK , la quale incontri la circonferensn 
della base del cilindro nel punto B , pel quale si tiri 
il lato B£ di quel solido , e questo incontri in L T eli» 
ca . Inoltre la BL si divida in N nella ragion data , 
sicché stia BN : NL ;: P : Q , e per N si conduca 
r arco di cerchio NM parallelo ad ABF, cioè si seghi il 
cilindro con un piano che passi per N , e sia parallela 
alla base • Finalmente per lo punto M si tiri nel ci- 
lindro r altro lato MR , che incontri in R la circonfe» 
renaa della base ; T arco AB si sarà diviso in JL nelln 
ragion data , cioè starà AR : RB ti P : Q. 

Imperocché per la natura dell* elica sta V arco cir« 
colare AB all' altro AR come BL , ad RM ( a 18 ) , e 
dividendo T arco AR all' arco RB , come BN ad NL ^ 
cioè come P : Q . Laonde T arco AB resta diviso nella 
data ragione in R , e quindi il suo simile GK dovrà 
restar similmente diviso in H . 

94 >• £d una tal construzione sarà presto effettui- 
ta in im piano , quando si abbia la proiezione della 
spirale cilindrica .. In fatti sia ABF {fg»j4 ) ^^ ^^^ ^d. 
cilindro 9 e sia ade la projesione verticale della spirale 
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cilindrica segnata su quel cilindro , la qual projezicme si 
supponga data • Si tiri nel cerchio ABF il diametro 
AF parallelo alla LM , e dal suo estremo A .corri^pon** 
dente al principio a della projezione dell'elica si prent 
da r arco AB simile al proposto a dividersi nella data 
ragione • Pai punto B si abbassi sa di LM la perpen^ 
dicolare indefinita BB'b* , sari Vb' la projezione del 
lato BL nella fy. 7} , e i' la projezione del ponto L 
cb'è nelP elica. Or si divida la B*b* in fi nella data ra« 
gione di P : Q , e per ri si conduca la ns parallela alla 
LM, saranno n\ fìs ed s le corrispondenti projezioni 
del punto N , delU arco NM , e del punto M nella fi« 
gara precedente. Quindi aUbassandosi dal punto $ sulla 
LM la perdicolare indefinita «R'R , cke incontri in R 
la circonferenza del cercbio ABF , sari sB! la proje* 
zione verticale del lato RM nella figura ^3 , ed il pun» 
to R dinoterà quello in doy$e esso mcontraTa la ba$t 
del cilindro , o sia quel punto in dove V arca AB T9^ 
stava diviso nella ragion data. 

SBCOltDA XAmBEÀ PSR VEZZO IttLLA CICLOims AàLItilCA* 

^2; Sia una qualunque seuicicloide volgare AED 
(fif' 7^ )i ®^ intorno al suo asse AC vi sia de8€ritta la 
metà ABC del cercbio cbe la genera « Dal punto A su 
tal temicirconferenza vi si prenda 1^ arco AB simile al 
proposto a dividersi . nella ragion data . il qual si sup- 
ponga , p«^ ora , esser non maggiore della semicirconfe- 
renza , e per B si tiri la ElBI parallela alla CD , e si 
divida la EB in fr nella ragion data , in modo cb« 
stia hb: bE i: P : Q . Inoltre si prenda là bi ugua- 
le alla BI , per lo punto i ù conduca la eia parallela 
ad uguale alla CIA , ed intorno ad essa come iliametro 
ai descriva il semicercbio cba y che dovrà pacsmre nt« 
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.eesnrumente per lo pmato b , ed intenegare la sernici^ 
cloide AFD in un punto F j per lo quale si tiri FG 
parallela a DC , sarà G q[uel punto ori quale T arco 
AB resta diviso come si cerca • 

Imperocché dalla construzione e dal i». 189 ai rilcTa^ 
clie B^ pareggi GF ; e dalla natura delia cicloide voU 
gare AFD è nolo, ' clie gli arclu circolari AO , AB si^ 
no quanto le rispettive semiordinate 6F , BE condotte 
nella cicloide. Laonde sUri BGA : GA :: BE a GF, 
e dimfefldo BG : GA :: Eb: FG, o AB, cio« come 
Q: P, Adunque ec. 

Che se si proponga • dividere um arco del oer« 
.duo ABC maggior del semicerchio il qoal sia pereti 
composto dal semicerchio ABC , e da un cfualunque 
ftltro arco AB • In tal caso , si rileverà facilmente 
che basterà dividere nella stessa ragione di P : Q ri 
il semicerc^hio ABC , che 1* areo AGB , il primo 
in X, e l'altro in G ; sarà AX + AG una delie 
parti deir intero arco proposto , e T altra sarà 
XC + GB . 

Ed in fine dalla soinztone precedenAe si rileva , in 
qual modo dall' essersi diviso in data ragione un arco 
del cerchio ABC simile al dato , si pervenga alla stessa 
divisione per questo . 

143 • ScoL Tra gli altri rimarchevolissimi moniiH 
'menti della scienza degli antichi Geometri cirea la na- 
tura de* Prohlemi , uno indubitato ce n' offre il preee<* 
dente problema di cui Pappo nd IV. libro delie sue 
CoUecioni Matematiche alla prop. xxxv. , dice : DtUum 
^uidem angulum , vd eircumfereniiam tripartUo secare 
solidum est , ut ante ostendlmm , sed daium angubun 
vel circumfèrentiam secare in datam proportìonetn li^ 
neare èst ^ et a juniorikus demonstralmm fidi • Ed egli 
]^i reca 4ut metodi diversi , che quelli usarono per 



risoHerlo , «rrvalendosiin uno della quadrafirice di Dino- 
strato , e neir altro della Spirale Arcliimcdea . Noi però 
abbiamo stimato di preferire a qlieste due curve impie* 
gate dagli antichi y a tal uopo , la spirale dlindrica , e 1« 
cicloide volgare , imitando in ciò il Vlviani (*) ; poiché 
quest* ultima principalmente , per la facilità a potersi de- 
scrivere meccanicamente con ano strumento aemplieif- 
limo , può offinr gran comodo in pratica , ove abbisogni 
ÙT uso del precedente problema ; e V altro metodo , ol* 
tre al potersi anche convertire in un meccanismo age* 
vole ed ingegnoso , come il Yiviani ha latto rilevare , 
ci è servito a mostrare qual uso vantaggioso possa farsi 
della spirale cilindrica nella soluziéne di alcuni problemi 
trascendenti . Finalmente per completare guest* argo** 
mento ci riserbiamo a dare altrove , come una conve- 
nevole applicazione di altre teorie , che ivi esporremo, 
un terzo metodo agevole quanto ciascun de' precedenti, 
p(^r risolvere lo stesso Problema , e che abbiamo ati- 
che ricavato dalla citata op^etta del Yiviani • 

LEMMA IL PROBLEMÀTICO. 

244* Ai/f das' cerchi -disuguaU , troncar dalle lorà 
circonferenze due archi uguali . 

Sieno AGB , CHD(y^.76 ) i due cerchi proposti , ed 
AGB il maggiore ; e dinotino ABG, CDfl gli arohi uguali 
presi in es^i : è chiaro , che supponendo tali cerchi 
concentrici, e congiunto il centro comune O coli* estre«* 
mo G dell* arco preso nel cerchio maggiore , il rag. 
gio OG intersegando la tnrconfi^renza del cerchio in- 
t<friore CH1> vi debba^ segnare 'l*arco CK simile ad 



(*) Veggftsi il ftto Diporto Geometrico v^rto U Une . 
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ABG y e miaore di questo , e quindi di CH • Or per 
esser simiU gli archi ABG , CDK soao essi come le 
intere drconferenee , e quindi come i raggi OA , OC ^ 
che pernii starà anche CDH : CDK II OA : OC, e 
diTidendo BK : CDK :: AC: CO, la quai ragione è 
data . Laonde il presente Problema si è ridotto ai 
precedente . 

PROF. LXXX. PROBL. 

245. Dati i due cerchi^ Vuno immobile^ e Polire 
che genera t epicicloide sferica ^ e di più r^mgolo della 
loro Boambievole inclinazione , conetrulre le profeùoni 
di una tal epicicloide . 

Pendasi per piano ds projezione orizzontale quel* 
lo del cerchio immobile dato ABG { fig-'J^ ) , ed il pia- 
no verticale passi per lo centro O di lai cerchio • Dal 
punto B ove la LM intersega la circanferenaa del cer* 
chio immobile si prenda su di questa Tarco BD uguale 
alla semiciroonfcrenza del cerchio mobile dato (/em,a.)f 
e D per principio dell' epicicloide sferica, sarà B quell^ 
altro punto della base di essa in dove il oorchio mo- 
bile tocca l'immobile , allorché avendo compiuta una 
semirivoluzione , ha adattato , nell' epicicloide che esso 
descrive , il punto opposto del diametro che paisà per B. 
Laonde patentemente apparisce , che se al pmito B 
della BM si costituisca nel piano verticale T angolo 
MBR uguale a quello in cui inclinasi il cerchio mobile 
air immobile , e si prenda su di BR la B/* uguale al 
diametro del primo cerchio , il punto' /* , ddba esse- 
re , supponendo il piano verticale nel suo vero sito , 
il vertice dell' epicicloide sferica proposta ., e nel tem- 
po stesso la. projezione verticale di tal Yertice j e che la 
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eams|Kmdente projezìone orffczotitafe di qoesfo punto 
debba essere Y altro punto F ove la perpendicolare /*F 
alla LM incontri» una tal cotnuné sezione . 

Or per avere la projeziohe dr un q[ualutt€[ue altro 
punto della proposta epict<iloide sferica , si supponga 
il cerchio mobile toccare la base DBE di questa nel 
punto 6, per dove si tiri al cerchio immobile la tan<> 
gente GH , che rappresenterà la comune sezione àé" piani 
di questi due cerchi ,* allorché il primo di essi si trova 
in tal luogo ; e si supponga esser GKI il cerchio mobile 
abbattuto sul piano deli' immobile . Si prenda in esso 
V arco GK ==r GD ( lem, àr. ) , sarà K il punto che si 
dovrà trovare nelP epicicloide sferica , allorché il cer* 
chio mobile tocca la base DBE in G . Or abbassan* 
dosi da K sulla GH la perpendicolare KN , é chiaro 
che allor quando un tal cerchio ritornasse nel suo vero 
sito , la KN verrebbe a ' descriTere mi piano verticale • 
Adunque la projezione orizzontale del punto K del? epi- 
cicloide dovrà cadere nella KN • Per determinarla si 
prenda sulla BR la Bx = KN , che rappresenta perciò, 
in grandezza, 1* ordinata per lo punto K delt*'epicic][oI* 
de , e dal punto x si abb'asti la perpendicolare xX! alla 
LM9 è manifesto che se prendasi nella NK la Ni c=BX\ 
il ponto k sarebbe la projezione orizzontale del punto K 
dell* epicicloide sferica : e siccome V altezza orizzontale 
di tal punto é dinotata dalla xH! ^ cosi si avrebbe la 
corrispondente projezione di esso , abbassando da k 
sulla LM la perpendicolare ftK'i' , e prendendovi la 
K!k' = X'r ^ sarebbe k una tal projezione . Laonde cosi 
fstcendo continuamente , si verrà ad assegnare per punti 
la cnrva DftF, nel piano oriz adontale j che sarà la pro- 
jezione orizzontale della semiepicicloide proposta ; e 
Tahra curva Jyk'f, che passerà per tutti gli altri punti 
k\ nel piano verticale , ne sarà la corrispondente prò- 
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jezione verticale . Ed è poi chiaro , cbe ]a proiezione 
orizzontale della rimanente . senuepicicloide sia T altra 
curva FPE identica alla DJ^', e che la projesioiie ver* 
ticale di questa sia la stessa If'k'F. 

^46. Cor. Si rileva dalkt construzione del prece«- 
dente ProLIema , che avendosi le projezioni EFD , 
D'kf di un* epicicloide sferica , si nvri immantinente il 
diametro del cerchio mobile che ^T ha generata, con- 
giugnendo il punto medio B della l>ase EBD di essa 
col punto f estremo della sua proiezione verticale • 

PROF. LXXXI. PROBL. 

^7. DiUe le pro/eùoni di un punto di una epicè^ 
cloide sferica data \ determinare ^uel punto della base 
di essa ove il cerchio mobile che la genera^ ti^l passare 
per lo punto dato , tocca una tal base . 

• 

Si determini il cerchio generatore (^45) , ed esso sia 
quello descritto intorno al diametro PQ (yf^.78 , e 77 )^ 
e per lo punto P gli si tiri la tangente PS . Or siano A, le' 
le projezioni del punto dato , e quindi A'K' T altezza di 
esso sul piano orizzontale ^ ed una tal retta si applichi 
neir angolo RBM perpendicolarmente alla BM , e sia, 
la X X y sarà hx uguale alla perpendicolare , che dal 
punto dato si abbassa sulla tangente del cerchio immo- 
bile, nel punto ov' esso è nel tempo stesso toccato dal 
cerchio mobile , e la BX' sarà quanto T altra perpendi- 
colare che dalla projezione Ar di tal punto si abbasse- 
rebbe sulla stessa tangente \ le quali cose tutte rilevansi 
dalla construzione del precedente Problema , cioè sup- 
ponendo esser 6 il punto del contatto cercato , GH la 
tangente un tal cerchio in G , sarebbe Bx == NK , e 
BX' = jN A • Ciò posto si prenda sulla PS la P^ uguale 
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alla Bx , e per 5 si tiri la jT perpendicolare aUa PS , 
il punto T ove cjuesta perpendioolart incontra il cerchio 
PQT sarebbe quel punto jdel cerchio jnobile , che deve 
trovarsi nelV epicicloide^ proppfita projettato ink y k\ al- 
lorché un tal cerchio tocca V immobile coli' altro suo 
punto P . Laonde questo punto di contatto dovrà ca- 
dere in quel punto della base , che dista dal princi^ 
pio deli' epicicloide per un arco del cerchio immobile 
uguale all'arco PT . Quindi se si prenda dal punto D 
sulla circon&renza DBJÌI , T arco DG uguale* all' arco 
PT (244) > sarebbe G il punto di contatto cercato . 

ii^\i. Cor. Ed è anche chiaro che congiunta la cor-» 
da PT questa sarebbe quanto la distanza rettilinea che 
T' è tra il punto dato ^ e quello ove il cerchio mobile 
che passa colla sua circonferenza per esso ^ tocca T im- 
mobile , 

« 

PROF. LXXXU. PROBL. 

« 

^49' ^^f* ^^^ punto dato neW epicicloide sferica coti», 
darle la Ifmgente • 

Sieno k ^ k' {fig-J'J ) le projesioni del punto dato, 
sarà chiaro che se per questi punti si tirino alle proje* 
zioni I)F£ , D'Ary di una tal epicicloide le tangenti 
l'Y , kv saranno queste lo projezioni della tangente cer- 
cata (21 3). 

ALITER 

25o. Sieno come poc^ anzi k ^ H le projezioni del 
punto dato , e si determini primieramente il punto G 
ove il cerchio mobile passante per lo punto dato tocca 
r immobile (^7) 9 resterà in tal modo anche deter- 
minata la corda GK di quello , la quale rappresenta 



la diistam» tra il fludkletto puirto di contatto e ^ pun- 
to ètì^o (^4^) • Or è egli ekÌÉTo , che nello scorrer che 
fa il cerchio GIK mài* arco DOE , per generar V epi-» 
cicloide ^ ai possa concepire senza errore sensibile , 
che descrivendosi dal ponto G un arco minimo le corde- 
che dagli estremi di tal arco vanno a* punti corrispon- 
denti di detta epicicloide , cioè agli estremi corrispon- 
denti dell^ archetto epickloidale , che in tal moto si de- 
scrive dal cerchio mobile , sìeno concorrenti nello stes- 
so punto G, ed nguali ; che perciò qiiell^ archetto epi«* 
cicloidale si vedrà appartenersi ad una superficie sfe-* 
xiea che avri G per centro , ed il raggio dato GK . 
Ma dovevasi anche un tal archetto epicicloidale ritro- 
vare , per la natura di questa curva , sulla superficie^ 
sferica del raggio OB ("233) • Adunque esso esisteri 
neil* intersezione di tali due superficie sferiche : che 
perciò se pel punto dato si tiri a ciascuna delle sud- 
dette superficie sferiche un piano tangente , questi in- 
tersegandosi determineranno la tangente delP epicicloide 
$ferica proposta , nel punto dato in essa . 

Ed in questo caso , se si determini il punto v ove 
tal comune sezione , ossia tal tangente , incontra il 
piano di projezione orizzontale , ed un tal punto v si 
projetti in V sul piano verticale , congiugnendo le vk 
Va' sarebbero queste le tangenti in i , Jk' le curve DKE, 
jyk'f che rappresentavano le projezioni della data e[H« 
cicloide » 
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^Si. La teoria delle intersezioni , e quella delle 
curve a doppia curvatura non è un og^getto dì pura spe« 
dilazione , e valevole solaraente nelle arti di constru- 
xione , essa ci ofire ansi de^ mezzi eleganti da risolvere 
alcuni problemi trascendenti , pe* quali veruna risorsa 
Xioii ci dà la Geometria . E gii^Bntichi a^ quali manca- 
Ta la conoscenza di descrivere le curve coniche in un 
piano , dovettero ricorrere alla combinazione delle su- 
perficie coniche in cui tali curve erano segate , per 
poter per mezzo di esse risolvere quella classe di Pro- 
blemi , ch^ essi perciò chiamarono solidi , come racco* 
gliesi da quel luog^o di Pappo , ov' egli dice , parlando 
di questi tali problemi : solida appellantur , namque ad 
constructionem necesse est solidarum figurarum superjU 
ciebus , nimirum conicis uti . Che perciò essi , gelosi 
della purità geometrica , non vollero ricevere in Geo- 
metria le soluzioni di questi Problemi , che parevan 
loro implicate di meccanismo ; ond' è che Pappo sles- 
so disse parlando del problema delle due medie pro- 
porzionali (*) : Antiqui Geomeirae problema antedictum^ 
in duabìis rectis lineis , quod natura solidum est , geo* 



(*) C^iUt. Matem. Ub. UL dop9 U Pwp. 4* 
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metrica ratione innixi construere non poUierunt , quo'» 
niam ncque coni sectiones facile est in plano designare, 
E di questi problemi solidi trovansene anche presso 
gli antichi altre soluzioni fatte colla combinazione di 
diverse allre superficie curve ,'come tra poco faremo 
vedere . 

Ma ecco in succinto in quali casi , ed in che* modo 
convien far uso della co«ibina«one de' luoghi alla su^ 
perfide nella risoluzione de^ problemi . 

'?i)2. Una linea descritta in un piano con una legge 
costante ha per proprietà sua questa legge stessa del 
punto che la genera , e tutte quelle altre « che da tal 
griìpsi SI derivano y cioè, per esprimermi col linguaggio 
proprio de^ Geometri , è il luogo geometrico di tutti 
quc* problemi indeterminati per un grado . , cui si ap* 
partiene per quesito taluna di quelle proprietà ; sicché 
a render determinato uno di questi tali problemi non 
bisognandovi che un* altra condizione sola , e questa 
con tenendosi per proprietà in un* altra simil locale , 
cU'bbon perciò dalla combinazione di esse risultare que* 
piuìti , che soddisfano al quesito di quel problema geo- 
metrico determinalo , che risulta dall' accoppiamento 
delle succennate due condizioni . E ciò in più prob!e<* 
mi di questo trattato si trova anche manifestamente 
praticato . Similmente una linea che muovasi nello spa- 
rio con una legge costante genera una superficie , che 
La per proprietà la legge stessa , che perciò questa 
T»roprietà si trova trasportata dalle due alle tre di- 
iiìcnsioni , e quindi T indeterminabilità del luogo di essa 
trovandosi accresciuta per un gi'ado , vi bisogneranno 
perciò due altre condizioni appartenentisi ad allre Joca-* 
li , che sieno anehe delle superficie , perchè dalla loro 
romLi nazione resti risoluto un problema detcrminato 
I or mezzo di luoghi alU supa^ficie « £ ciò cbiaramau- 
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te rilevasi ancKe dal vedere 9 che combinando insie« 
me due superficie come locali esprìmenti due condi- 
zioni diverse di un geometrico problema determinato , 
da tal combinazione non risultino già i punti sod-* 
disfacenti al quesito ; ma si bene quella linea cb' é il 
luogo geometrico di essi , di un grado però più determi- 
nato cbe non lo era , quando consideravasi usa di quel* 
le due locali separatamente • j&dunque ogni ricerca geo- 
metrica i cui punti cbe vi debbon soddisfare debbono 
ritrovarsi nelle tre dimensioni , ba bisojg^no di tre con* 
dixioni , per essere determinata , e ciascuna di tali con- 
dizioni deve appartenersi ad un luogo alla superficie • 
E di ciò che abbiamo generalmente qui detto se ne 
vedranno alcuni esempj ne' problemi che or proporre- 
mo nel presente dpitolo • 

a53. Risulta da tutto ciò , cbe le superficie eiirv0 
sono un' altra specie di luoghi geometrici nello spa* 
zio , indeterminati per due gradi , e eh* essi si ado* . 
perano utilmente nella construzioae ^ quelle geoBM* 
tricbe condizioni , cbe sono anche indeterminate per 
due gradi . ^ 

a54- Ed é qui a j>ropo8Ìto il fiir avvertire , che gli 
antichi Geometri coltivarono anche quest' altra specie di 
luoghi geometrici , de* quali si avvalsero per la risolu- 
zione di taluni difficili problemi ; ma a noi di questi 
loro studj , che pur dovevano esser ben degni del lor^ 
ingegno penetrante , e sapere profondo , nulla è per^ 
venuto , fuor solamente di una notizia tramandataci da 
Pappo , cioè, eh* Euclide scrìsse due libri d^ luoghi alla 
superficie , che nel luogo di Hisolutione venivan dopo 
i cinque libri de* luoghi solidi composti da Aristeo se- 
niore , e di alcune soluzioni eseguite con la combina- 
zione di questa specie di locali , che lo stesso Pappo 
ed altri geometri antichi ci hanno conservate , tra le 

ao 
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quali quella di ArcUta del celebre problema' delle du« 
medie proporzionali , che noi più appresso rapporte- 
remo , e eh' è ben de|^a della sagacia , e del saper 
geometrico del suo autore « In verità deve non poco 
dolerci , che i due sa mentovati libri di Euclide non 
ci sieno pervenuti , e molto più che né tampoco vi 
aia restata quella notisia del contenuto di essi , che 
Pappe dovi darne nella Prefazione al Libro VII. deU 
le sue Collezioni Matematiche , come di molte altre 
opere del luogo risoluto trovasi da lui &tto , il che 
^ stato «^ moderni coltivatori della Sintesi di sprone a 
restituirle. Con tutto ciò però non v* ha dubbio, che 
1^ accortissimo Sig. M ontucla siasr ingannato , allorché 
ha detto , che gli antichi per questa specie di luoghi 
intendevano alcune linee a doppia curvatura, o descrit- 
ta con una determinata legge su di una superficie cur- 
va • Imperocché tali luoghi geometrici , come da Pappo 
flesso r apprendiamo , non sono che veri luoghi alla 
linea • In fatti ecco come egli si esprime parlando de^ tre 
generi in cui gli antichi distinguevano i problemi (*): Ae- 
liiu/uiiur tertium genus problematum , {{uod lineare ap* 
pellaiur ; lineae nam aline pmeier jam dictas in con^ 
etruciionem asstimantur , qnae varium et difficilent or^ 
ium habeni , ex inordinatie superficiebus , et motiòue 
impUcatis factae • Ejusmodi vero sunt etiam lineae , 
^uae in locis ad euperficiem dlctis inueniitntur , ec. Se 
dunque egli espressamente dice che quelle linee si tro- 
vano su i luoghi alla superficie , segno é che per que- 
sti luoghi dovevansi intendere delle superficie curve, e 
non gii delle linee descritte in esae » E ciò che in se** 
Cuito del Inogo citato si continua a dire dallo stesso 



(*) CatttSt Mutemt^ dcpe ia pmp. U Ub.ir^ 
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«utore , CI conferma nell^ opinione dì poc* anzi , che 
gli anlichi molto si fossero occupati de* luogki alla su- 
perficie , e delle linee cur^e in generale , mentre ab- 
Inamo , che di queste ne considerò iu gran numero il 
Geometra Demetrio Alessandrino in un libro perduto 
«he aveva per titolo De linearibus aggressionibus , e 
cbe Filone Tianeo fece molti sforzi ing^nosi in que*- 
sto genere , cbe né pur ci sono pervenuti . E solamene 
te , il cbe deve accrescere il nostro dispiacere , per tal 
perdita , ci ba Pappo lasciato notato , che le conside- 
ivzioni geometriche di costin versavansi su talune linee 
eurve , t/uae multa et admirabilia nmptomata comtinent^ 
cbe i Geometri posteriori fecero di esse si gran conto^ 
cbe ne servissero de' lui^;bi trattati ; e cbe Menelao 
aliamo una di esse- col nome di ammirabile • Quanti^ 
dottrina abbiatno noi perduta degli antichi , e quanta 
aveva ben ragione il Newtoa loro ammiratore , perchè 
conoscitore del merito sommo , eh* essi avevansi acqui» 
stato colle loro geometriche ricerche , di dire , che tut* 
to ciò cbe a noi è pervenuto del loro sapere non è'cbc 
un saggio delle loro scoperte • Ignoriamo noi -dunque 
perfettamente un gran numero di loro metodi , e 'di 
loro ricerche geometriche principalmente in questo go« 
nere. Né si può intendere su qual fondamento il Moa* 
tucla abbia sostenuto , che le linee curve considerate 
da Filone Tiapeo (*) , erano particolarmente prodotte 
dall^ intersezione di un piano con certe superficie curve 
dette ^XìfuroitSeii ( complicatae ) , mentre di ciò non se 
ne trova indicazione , né traccia alcuna presso gli an- 



<•) Jf•n^ Part. /. tib. K p. 3 17. 



l56 GEOMETRIA DI SITO. 

tichi . Ciò che poi fossero tali superficie fu ^ià indi«> 
Gato neir Introduzione al presente Trattato , e di esse 
ne sarà trattato ne^ Capo seguente • 

a55. Dopo r incidente discussione della differenza 
che dovevan fare gli antichi tra i luoghi alla superficie, 
e le lìnee curve segnate in esse ^ al che ci ha obbligato 
la contraria opinione del Montucla , ritornando al no* 
stro oggetto , conriene avvertire , che (pie' geometri do- 
po tanti sforzi per risolvere un problema per mezza 
di tali luoghi, né piur pervenivano alla determinasione 
del quesito in Una maniera cosi completa , come la 
possiamo noi per mezzo delP ovvia dottrina delle projè« 
zioni , vale a dire rìducendo i determinanti del quesito 
su di un piano di sito , il che ne rende comoda ed 
degattie la constnizione di esso ; per lo che le loro 
eonstruztoni , sebbene eleganti e maravi^iose , pestava- 
no però nel campo dell* immaginazione , ond* è che il 
Montucla parlando delta soluzione di Archita del pro- 
blema delle due medie proporzionali , la quale, come si 
xeùri tra poco , era eseguita colf intersezione di tre 
diverse ^superficie curve , la chiama ùUellettuale . Iiaonde 
per questa parte puramente speculativa merita anche 
di entrare a £ir parte della buona istituzione geome«^ 
trica la moderna Geometria di Sito • 

PROF. LXXXIII. TEOIL 

a55. Descrivere una sfera per quattro punti dati . 

Sieno A , B , C , D i punti dati , e da uno di essi 
A a ciascuno degli altri tre ^ intendano condotte le 
rette AB , AG , AD • Egli è chiaro che il centro della 
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#fera cercata dovendo essere tquidistante da^ punti A , B 
dovrà essere allogato nel piano cVè perpendicolare, 
alla AB nel punto medio di essa • Similmente , per es- 
ser tal centro equidislante da' punti A , C , dovrà aver 
per luogo geometrico <)uel piano perpendicolare alla 
AC y che passa per lo punto medio di questa • Final* 
mente , per la stessa ragione di poc' anzi « un tal centro 
dovrà aver per luogo geometrico ijaell* altro piano perw 
pendicolare alla AD nel pinto medio di essa . Or que- 
sti tre piani sono dati di ùto , e quindi di sito sono 
anche date quelle rette ic cui uno di essi intersega 
ciascuno degli altri due {jò) • Adunque sarà pur dato 
di sito quel punto ove qutste rette s* intersegano (55)^ 
eh* é il centro della sfera cercata . 

Ciò poilo , potendosi i piani di projezione prende- 
re adiirbitrio, per render più facile la construzione di 
qiMfto Problema , prendan per piano orizzontale quello 
che passa pe^tre punti dati A, B, C (7^*79) > e sia 
V altro punto D projettato ìa d svt di tal piano : congiun- 
gansi le AB , AC ^ BC , U , ed a qucst* ultima le si 
tiri nel piano stesso una jarallela LM , per la quale 
si concepisca passare fl pano di projezione verticale ; 
caderanno le projezioni v^ticali de* punti A , B ^ C nella 
LM in AV ff> C) e qu41a del punto D caderà in un 
pBnt0 d^ della per nendirolare dD'J ad essa LM . 

Ciò posto , si bissehino le AB , AC , e da* lor4» 
ponti medj e^fìe^i ergano , nel piano ABC , le per* 
pendicolari ^g ^ f^\ saunno queste le tracce orizzo)i- 
tali di due piani vertiofU perpendicolari ad esse AB , 
AC ne* lorv- punti medj: e dovendo il centro della sfe» 
ra cercata trovarsi neV intersezione di questi piani , 
eh* 4 perpendicolare iiff al piano ABC 9 sarà perciò^ 
la pferojezione' orizzontale di tal centro. 

Or dovendo esseit 9 a ca^iene della posizione che 
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si è data al piano verticale , la AD parallela alla su» 
projez>one verticale Ald[\ il piano ch'À perpendicolaro 
alla AD nel suo punto medio , Io dovrà essere anche 
al piano verticale , e passare colla sua traccia pel pun* 
to H medio della Aid ; sari perciò questa traccia di» 
notata dalla perpendic<Jaie lig , tirata per K alla KJ : 
€ dovendo il cèntro cercato esistere in esso piano , do« 
Tri la projeaione verticale tna cadere nella Hg \ sari 
dunque questa il ponto g ove la perpendicare gGlg ^ 
da g abbassata sulla LM , iacontra essa lig\ Finalmen- 
te ^ essendo A^ , A!g'le projesioni del raggio della, sfe^ 
ra , è <;biare , che se preadasi G'F uguale alla Àg ^ 
congiunta la gF , aarA questa quanto un tal raggio . 

257. SeoL E facile a rilevarsi che l* analisi geo- 
metrica del precedente problema , adattabile anche 
all' altro di una sfera che dovesse toccarne quattro al» 
tre uguali , sia una modificazione dell' analisi geometr»i> 
ca dell' altro recato nella prop* LXII. 

PROF. LXXHV. PROBL. 

fto8. /iMCTiVere una sfira in una piramide iriant^ 
gelare data • 

Prendasi per piana oriztontale la baae della pira- 
mide data , e fatti passare pe' tre lati di tal base tre 
piani , che le sieno inòlinati ad angoli ^ ciascuno quan- 
to la metà di quello in cui li sono inclinate la corri» 
spondenti facce di essa piranme ^ dovrà il centro della 
afera cercata esistere , come si può facilmente compreiw 
dere , in ognuno di questi pani ^ che perciò esso si 
esibirà determinando V intersizione de' suddetti piani 
che lo contengono • 

Adunque per construire questo Problema , esi- 
f onsi due €Ose j primieramctte ai vnol determinare 
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r indinazione di ciascuna faccia della piramide alla ba-» 
•e sua ; e poi. bisogna construire quel piano che bis* 
seca quest' angolo diedro • Or sebbene queste due cose 
€omprendansi nelle soluzioni de'Problemi recali ne^ nw 
mieri 70 e 68 ; esse possousi non pertanto eseguire più 
facilmente nel caso presente nella maniera che qua già 
ne rapporto • 

Siene a ^ d { fig. 80 ) le projezioni del Tertice 
AeìW piramide proposta , e BCD la sua base la quale 
prendasi per piano di projezione oriksonfale • Si ab- 
bassi da a su di un lato BC la perpendicolare ah , ed 
ascissa sulla LM dal punto A' la A'H' uguale alla ah^ 
si unisca la a'ET , sarà 1* angolo KWd ugnale air aHro 
«AA , cioè air inclinazione della faccia della piramide^ 
che passa per BC , alla sua base BCD : e se si bissecbi 
V angolo A'H'a coUa Wf , sari il punto />' , ove questa 
Hy incontra la Kà ^ la projezione verticale di quello 
dove r altezza Ka della piramide è incontrata dal piano 
cbe bisseca T angolo diedro , che il |Mano ABC com« 
prende colla base BCD della piramide • Quel tal piano 
potrà dunque esibirsi pel ». 63. E nel modo stesso si 
potrà anche esibire ciascuno degli altri due in cui esi- 
ste il centro cercato \ che perciò questo resterà age- 
Tolmente determinato adoperandovi la construzion» 
4ella prop. xxv. 

PROF. LXXXV. PROBL- 

^$9. Esibire ìin punto il quale serbi dittarne date 
Jta tre altri punti dati nello spazio • 

Questo problema è Io stesso che quello della pi-> 
ranide triangolare esibito nel $.170.1 che perciò potrà 
ad esso recarsi nna di quelle stesse due soluzioni cho 
Mila pilata proposizione furono riportate per qaesto* 
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LEMMA 

ft6o. Se sul rettangolo per t asse di un cilindro 
retto a base circolare v" insista perpendicolarmente un 
piano inclinato alla base di tal solido j la senione che 
in questo si produrrà da quel piano segante sarà wC d* 
lisse j ed avrà per asse maggiore quella retta in cui que* 
eto piano segante incontra .quel rettangolo j e P asse 
minore quanto il diametro del cerchio base del cilindro. 

Sia ABCD il rettangolo per V asse nel cilindro 
retto AKBCD , ed il piano segante inclinato alla baso 
AKB, e perpendicolare al rettangolo ABCD si sup- 
ponga , per più semplicità , passare per lo punto A , 
ticckè formi cc\ rettangolo la comune sezione A£ . 
Si prenda in questa un qualsivoglia punto F , dal quale 
ai abbassi sulla AB la perpendicolare FH , e da^ punti 
F , H si elevino le F6 , HK perpendicolari al piano 
ABCD , e sino alla super Qcie cilindrica : saranno esse 
parallele ed uguali , ed una di esse la FG rappresene 
Ieri la semiordiuata per lo punto F nella sezione A6B, 
r altra, la «emiordinata per lo punto corrispondente H 
nel semicerchio AKB. 

Or poiché FG' = HK* = AHB , sarA perrid GF*« 
AF X FÉ :: AH X HB : AF X FÉ , e quindi in ra- 
gion composU di AH ad AF , e di HB ad FÉ , le 
quali due ragioni essendo uguali alla stessa di AB : AE» 
sari FG*: AFE :: AB*: A£« . Laonde la curva AG£ 
dovrà essere una semiellisse , ed AB , AE dovranno 
dinotare due rette proporzionali a' suoi assi • Ma di 
queste la AE dinota effettivamente P asae maggiore • 
Quindi dovrà essere AB quanto T asse minore • Adon* 
que ec« 
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26 1. Cor, Ed é chiaro che il semiasse maggiore 
stia al minore , come il raggio al coseao dell* angold 
in cui il piano segante il cilindro s* inclina al piane 
della Lase di questo solido . 

PROF. LXXXVI. PROBL. 

aGa. Esibire un punto nello spazio y date le distanze 
cV esso serba da tre rette di sito • 

Il punto cercato dovendo serbar distanze date da 
tre rette di sito , dovrà avere per luoghi geometrici 
le tre superficie cilindriche che hanno per assi le tre 
rette date , e per raggi rispettivi le distauze , che tal 
punto si suppone serbare da quegli assi . Laonde un 
tal punto consistendo in queste tre si^rficie cilindri-* 
che , risulterà dal construire T intersezione di una di 
esse con ciascuna delle altre due \ poiché allora i punti 
in cui s* incontrano le suddette due intersezioni saran* 
no quelli che soddisfano al Problema . 

Per ciò eseguire y si determinino i punti ne* qua- 
li le tre rette date incontrano un^ istesso piano di 
projezione ( 5o ) , per esempio , V orizzontale ^ e poi 
preso per centro ciascuno di questi punti , 00* semias* 
si il minore quanto la distanza rispettiva che da eia* 
scuna di esse serba il punto cercato , e *1 maggio- 
re quanto la quarta proporzionale in ordine al coseno 
deir angolo d* inclinazione orizzontale dell* istessa retta 
di sito , al raggio , e ad una tal distanza- , preso un 
tal asse sulla proiezione orizzontale di quella retta ^ si 
descriva un* ellisse \ sarà questa la traccia orizzontale d; 
ciascuna superficie cilindrica , eh* è una delle tre locali 
del Problema ( a6o e 261 ). Se dudque si construisca-» 
no le intersezionji di una dì tali superficie con ciascun* 

ai •♦ 
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delle altre due (180); que' punti ne' quali si taglieran- 
no le plrojezioni rispettive di queste due intersezioni , 
Rappresenteranno su ciascuno de* piani di projezione le 
proiezioni corrispondenti di que' punti che soddisfano 
al Problema • 

263. ScoL In seguito dell' indicazione che qui si 
è recata della maniera di risolvere il proposto proble- 
ma , riuscire &cile a chiunque eseguirla graficamente , 
avvalendosi del metodo proposto nella prop. lyv. per 
construire l' intersezione dì due superficie cilindriche 
date . Intanto chi desiderasse Teder elegantemente di* 
segnata ^tal construzione , la troverà nella TaT. B dei 
supplemento del Sig. Hachette alia Geometria Descrit** 
tiva del Monge • 

PROP. LXXXVII. PROBL. 

264. Determinare quel punto , che congiunto con 
ire altri dati sta una delle congiungenti a ciascuna 
delle altre due in ragioni date • 

CASO I. 

!2G5. Suppongasi primieramente che il punto cer- 
cato debba esistere nel piano stesso de^ tre dati , B , 
C , D ( fig. 82 ) , e sia esso il punto a', e congiunte 
le aB y aD , aC 9 sia aB : aù II m i n^ ed aB : aQ 
m : r . 

Si divida la BD in E neUa ragion data di m: n, 
«tari BE : ED :; Ba : aD , e quindi la Ea dovrà di- 
i^idere per metà 1' aégolo BaD ( 3. T/. VI. ) . Or. al 
punto a della Ea 3' intenda costituito V angolo EaF 
uguale alP altro aEF , è quindi a' due EBa, EaB presi 
insieme , ossia ad EBa , Èal) : laonde sarà V angolo 
VaF uguale nU' alt» £Ba y e perciò saranno simili i 
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dne triangoli DoF , BoF , e quindi sari Fa y o FÉ : 
ixB :: FD : Da ; e pennutando FÉ : FD :: aB : oD^ 
cioè ;: min. Laonde ise si prolunghi .la ED in F 
fiicchà stia EF : FD II mi n^ il cerchio oEa descritto 
col centro F intervallo FÉ sarà U luogo geometrico di 
lotti que' punti che congiunti co^ due dati B , ì) danno 
le cangi^ngenfi oB-j^D nella costante ragione dim : /!• 
> » • Similmente se la BC si divida in G , tal che stia 
BG : GC :: m : r , e che poi la GC s», prolunghi in 
H in mòdo che la ragione di GH : HC aia uguale alla 
steflMt i\ in : r , si vedrà ph^ il cerchio Gaa /lescritto 
col 'Centro H in&ervallo HG sia il luogo neometricp 
di tutti quegli altri punti che congiunti co^ due B , C 
danno le.dongiungenti Ba , aC pella costante ragione 
di m : r . Laonde il pviilQ cercato in questo priniQ 
caso del proposto problema sarà uno di qoe^ due a, a 
in cui s'intefsegai&o..le sjL^dette due locali., c^oè le 
circoflìferenae di que^ due cerchi • 
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266. Che se tm tbl punto debba «sister fuori del 
piano BCD , oi^ che debba -essere il vertice di una 
piramide' triangolare .nella ■ quale sono dati i tre lati 
della sua base BCD , p gli sÀìm tre , che. riunisconsi 
nel vertice serbinsi ragieiii date. In. tal caso si descri« 
va , come po€*'anti ,.3 cerehia Eoo' , eh' è il luogo 
geometrico di quel punto , nel piano BCD , che con^ 
giunto cogli altri due B , D dà Ba : eD i: ut : is . É 
chiaro che. se tal cerchio s' intenda rivolgersi mtorno 
al raggio EF prolungato , genererà una superficie sfe* 
rica che sarà il luogo geometrico di tutti, que' punti 
nello spazio , che congiunti co' due dati £ , D danno 
queste congiungenti neUa ragione di m : 11 » Similmente 
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se si esibisca T altro cerchio Gaa , eh' è il luogo geo>« 
metrico di que' punti , -nel piano BCD , che congiun^ 
ti cogli altri dati fi , C , danno le Ba , aC nella co* 
atitnte ragione di m: r, e che poi un tal cerchio s'in* 
tenda rivolgersi intorno al ràggio GH* prolungato , la 
snperficie sferica che da esso si verrà a generare sari 
il luogo geometrico di que* punti nello spazio , ciascun 
de^ quaN unendosi co* punti dati B , C , <pieste còngiun- 
genti sono tra loro come m : r , 

Finalmente se si determini quell'altro cerchie ch'é 
la locale df * tutt* i punti nel piano BCD , ciascan 
de* quali oongiungendosi con punti diati C , «^D queste 
congi ungenti sono sempre tra loro nella costante ragio* 
ne di r : », la siiper6cie sierica cbe da tal cerctno si 
descrive saré il kiogo geometrico di que* punti dello 
spazio che haniio la stessa poc' anzi detta condizione • 
Adunque il punto cercato , cioè il vertice della pire^ 
mide proposta , dovrà consistere neir ibterseaione di que- 
lite tre superficie sferiche ; ed esso si otterrà facilmente 
ed in una maniera geometrica nel seguente modo , cioé^ 
Descritti i tre suddetti cerchi , si uniscano i punti ov* essi 
scambievolmente s* intersegano 1' un coli* altro > e dal 
punto ove tali congiungenti s* intersegano(i67) si elei» 
al piano destre punti dati B., C, D, cioè della base 
della piramid<r proposta , una perpendicolare , la ^dale 
sia uguale alla media proporzionale tra le parti di una 
stessa di quelle congiungenti ^ l'.aliro estremo di questn 
sarà il puntò cercato (1&9) . 

laGj. ScoL Le soluiioni recale a* due casi del pre* 
cedi^nte Problema possono servire anche di rischiara* 
mento e di comprova a quanto fu generalmente detl<^ 
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PROF. LXXXVra. P R O B L. 

968. Determinare il vertice di una piramide trian^ 
golare , dati^ i lati della ^ua ba^e , e gli angoli com^ 
presi dalla sua altezza c'o^ tati dèlP angolo verticale • 

Dal punto a {fig* 83 ) ove V «Iteua 4e]Ia pro- 
posta piramide supponesi incontrar la ì>ase , s' inten- 
dano tirate a' vertici degli angoli B , G , D di questa 
le rette oB , «C , aD ^ saran dati di specie ^ i triangoli 
Ba A , CaA ^ DaA , come quelli che , oltre all' angolo, 
retto , hannp^w' angolo dato \ quindi sarà data la ra« 
gione che ciascuna di esse tre rett^ serba alla aA stes« 
9a } e per conseguenza quelU di una di essQ all' altra • 

Se dunque s'inclinino da' punti dati B., C , D tre 
rette che conv^ghino in uno stesso punto a , e sieno 
in ragion data , si avrà cosi il pujpto a , cioè il pun- 
to ove l'altezza della piramide proposta incontra la 
base at65) \ e ritrovando in ordine j^' termini della ra- 
gione, che una dell^ tre rette B«t , Ca , Da y la Ba » 
per esempio , serba alla aA , ed. alla stessa ha una 
quarta proporzionale , sarà questa y altezza Aa « Si. i 
dunque determinato il sito del yertic^ della piramide, 
proposta ( p. IX. )• 

£ potrebbesi anche esibire l'altezza di tal piramir 
de nel seguente altro modo f.ciof. Determinato come 
poc^ anzi il pimto a {^fig- to ) , eh' e la projezione del 
vertice di essa sul piano della base , che prendasi per. un 
di quelli di proiezione , si abbassi da a sulla LìM. la 
perpendicolare indefinita oAld , e preso sulla stessa LM 
dal punto A' , la AB' uguale alla Ba , si constituisca al 
punto B' della BA' 1' angolo A'B'a uguale al dato aBA» 
nella yEf.tS.) il quale è complemento dell' angolo BAaj, 
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il punto a $axk V altra projezione del vertice della pi- 
ramide proposta , e la retta A'a dinoterà V alte»a di 
essa * 

PROF. LXXXIX. PROBL. 

«69. Dati in una piramide triangolare i lati della 
base ed i tre àngoli al vettice suo ^ construire un tal 
vertice J ' ' ' ' 

Descrivansi su i tre lati BC, CD, BD {figM) della 
base della piramide proposta le tre porzioni di cerchio 
BGC , CED , BFD le ^aK sieno capaci di contenere cia- 
scuna rispettivamente uno de^li angoli dati , che in essa 
piramide era V opposto ad un tal lato della base \ e poi 
si conoepiscàn queste rivolgersi intorno alle loro corde, 
genereranno cosi tre superficie curve, le quali saranno, 
com* è chiaro , le locali del punto cercato . 

Se dunque , presa la base BCD della piramide per 
piano di proiezione orizzontale , si construiscano su di 
ess9L le proiezioni delle intersezioni di una delle tre su- 
perficie curve colle altre due , ciascuna delle interse* 
zioni di queste due curve rappresenterà la projeziom^ 
orizzontale del vertice della piramide proposta . E con« 
struendo la projezione verticale deir intersezione di due 
di esse superficie \ gF incontri di una tal curva colla 
perpendicolare alla comune sezione de* piani di pro- 
iezione abbassatale dalla projezione orizzontale del 
vertice , già determinata , dinoterà la projezione verti- 
cale dello stesso . 

270. Scoi. 1. L^ esecuzione grafica della construziond 
indicata nel precedente Problema potrd vedersi eseguita, 
con eleganza di disegno , nella poc* anzi citata opera 
del "Sig. Hachctte • 



$ e O L. II. 

271. n presente Scoi, è destinato ad esporre dut 

altre soluzioni dello stesso problema precedente, Tuna 
analitica , che servirà a mostrarci di cpial grado esso 
sia , e r altra meccanica • 

Soluzioni Ahalitica del Probl. raECEDESTi . 

aja. S'indichino fe AB , AC, AD (/g-.83 ) con x, jr, 
z , e le BC , CD , DB con a^ b ^ Cy sarà il triangolo 
BAC = iV( ia'x* — ( a» — j^* + **)•) 
ACD = i^{ 4*y -(*•-«•+ J^* )• ) 
ADB = J V( 4 c*x« _ ( e* — %• + x« )• ) 
Or deve stare , per esser dato V angolo in A in cia- 
scuno di questi triangoli , il rettangolo de^ lati intor- 
no ad un tal angolo all' aja corrispondente in data ra- 
gione • Dunque sarà pel triangolo BAC 

xy : 5-V(4 a* x" -- ( V -^y' + ** )* ) 
in data ragione ^ e quindi anche in ragion data starà 

4 X» y : 4 a* *• — ( a* — jr« + x* )* 
E se si formi il quadrato di a* — jr* +x* , p si sot- 
tragga da 4 a* X* , e poi si converta la ragione che ad 
una tal quantità ne ^erha 4 ^^ jr*y sarà 
4 X* jr» : a^— a a« jr'+ J^^— a o* **+a ^ V +** llm\ »• 
indicando per m*\ n* la ragione che si ottiene conver- 
tendo la ragione data della precedente analogia • E 
quindi sarà pure 

% xy\ a*— j^— X* :: m: n, e perciò 
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Simllmeiìte operando per gli altri due triangoli , si trO« 
▼cri 



e. - X. - «. « J£f- 

m 

Laonde V equazione al proLlema proposto sari 
^ella precisamente che risulteri dall* eliminazione di 
queste tre ultime di secondo grado , e perciò dell* 8* 
grado , come si dimostra nella teoria delle eliminazioni, 
è non già di grado 64** 9 come ha preteso il Signor Mon* 
gè ( Geomet. Descr. ) , 

a^S. L'insigiie analista Sig. Lagrange in una sua 
Memoria sulle piramidi triangolari inserita negli Atti 
nuovi di Berlino, anno 1773, per le vie dell* ana-< 
lisi moderna , e servendosi del minor numero possibile 
di principj di Geometria , imprende a risolvere diversi 
problemi su tali piramidi , ch^ egli con ragione si duole 
che sieno state da Geometri meno considerate di quel-* 
lo che conveniyasi ad esse , che sono tra i poliedri in 
generale quello stésso che i triangoli pe** rettilinei • Or 
questo valentuomo nel suddetto Opuscolo stabilisce tra 
le altre cose gli elementi analitici onde pervenire alla 
sroluzione del problema di cui stiamo trattando ; e pò* 
trebbesi facilmente , continuando il calcolo sulle gene- 
rali orme da lui se«:nate , paragonarlo coli* equazione 
finale che si otterrebbe per la via da noi indicata nel 
precedente numero . 

Intanto dopo le doglianze del Lagrange dovrà 
riuscir grato a colóro principalmente che coltivano la 
Geometria , che io mi sia condotto in queste ricerche 
col metodo degli antichi , risolvendo uno de' problemi 
su tali piramidi nel n."* 170 , ed altri cinque di essi 
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he' numeri i55 , a58 , a66 , a68 , e 269 , a' quali ag* 
giugnerò il seguente problema (^277) , cbe il Lagrange 
espone anche ti*a gli altri della sua suddetta Memoria, 
e la cui analisi {geometrica lo riconduce tra quel* 
li del presente Capitolo , ot# principalmente d oc* 
cttpiamo a risolver queVproblemi che han Bisogno 
de^ luoghi alla superficie . ' ' 

274. Or che il Problema di cui stiamo trattando 
non possa generalmente aminettere più di otto soluzio- 
ni diverse , come il precedente calcolo mostrava i si sa- 
rebbe potuto anche rilevare col seguente facilissimo ra«> 
gionamento geometrico , cioè : Rivolgeiidosì i segueati 
BGC , CED , DFB intomo alle loro rispettive eorde » si 
debbono anche rivolgere i loro supplementi fino al 
cerchio , cioè gli altri sementi B^ , CeD , D/B i&* 
torno alle stesse cprde ; vi saranno perciò sei auperfi* 
eie curve descritte dagli uni e dagli altri da ciascuna 
parte del piano BCD. 

Ciò posto $' indichino i segmenti BOC ^ CED , DFB 
eoa P , Q , R , ed i loro rispettivi supplmaeati con p , f 9 
r ; saranno le combinazioni di essi segmenti tre a tre ift 
nomerò di venti , ed ^ espresse da P(^R , QR/> , PR^ y 
PQr , pqr, ijrP , prQ, pq^ 5 PQp , PQ^ , QR^ , ec. , 
delle quali , essendo impoésibili le ultime dodici , non 
potendosi giammai intersegare le snperfii^ie descritte da 
un arco circolare e dal suo supplemento , se essi ri« 
volgoBsi intomo 'alla loro comune corda ; i^estano le 
sole prime otto , eh* esprimono otto dkrevsi .modi 
ne^ quali possonsi combinare le sei superficie curve 
suddette per risolvere generalmente il problema pro- 
posto . 



%% 
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Soluzione Meccahica del Probl. stesso. 

2^5. Siccome un tal ProUema spesso può occorrere 
in pratici , ove convenga determinare il sito di un punto 
nello spaxiO) misurati cbe- si sieno con uno strumento gli 
angoli , che le visuali da esso condotte a tre altri punti 
di sHo comprendono tra loro'^ e che à cagione del suo 
.grado non esistono melodi da poterlo geometricamente 
. construire : perciò trattan<(o6Ì di una construzione da ser- 
vire in pratica , ne propon-ò una congegnata in quel 
.modo die ^i antichi aoievano tenete , quando la Geo- 
metria non valeva a risolvere un qualche Problema, che 
loro v€niva proposto ; e '1 qual metodo era da, essi tenuto 
come atto a dar risultati ad munuum operationes maxi^ 
me me€omodatoé ^ iU , qui Architedi esse 9oluiU (*). Ser- 
vici essa «' Giovau anche per un' esempio di un tal 
metodo , che potranno utilmente usare in altri casi . 

276. Si coustruisca coir ajuto di una scala geometrica 
un triangolo bcd ( fig. 85, ) simile a quello che cpm- 
precidono le rette che uniscono i pimti eli -sito, e con- 
struìto un' angolo solido A co' tre angoli dati ; si vada 
adattando esso triangolo bdc dentro a queir angolo 
in modo , che. i vertici b ^ d^ e degli angoli suoi cor- 
rispondano a que^ lati dell' angolo A che sono ad essi 
rispettivi^ è manifesto., che quando si. sarà pervenuto 
a far cadere i punti b ^ e , <f su i Iati dell' angolo A , 

dovranno le Kb , Ac , Kd , che restano in tal modo 

(*) Gli aafticfai Geometri si sono arvaloti di questo metodo 

nel ritolyere in diverse guise il celebre problema delle dae medie 

proporzionali , cóme ri può yedere nel principio del Lib.III. delle 

Collezioni di Pappo , e n^' cementi di £atocio al Lib. U. de 

Sphaera ei^CiUndro di ArcUincde . 
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iletenmnate , esprimere ia parti deìla stessa scala i Iati 
della piramide proposta , cioè le tre yisualr che dal 
ponto cercato vanno a* tre punti di sito . 

Ciò premesso , se dal vertice A si abbassino stdié 
basi bc f de de' due triangoli d^ti bAc , cAd le -per- 
pendicolari Ae , A|^, e poi da^ punti e j f à elevino 
ralle stette, nel piano bcd^^ le perpendìcolaH eayfa^' 
oongiiiata la Aa , sarà questa , come faetlmente- si com- 
prende , 1* altezza deUa piramide AMc determinata dì 
gnmdecsa e di sito y dijla quaìe sarà facile il rira- 
Tare , per messo deVa scala stabilita y la grandezza 
e 1 «ito di quella della piramide proposta , cioè la pò* 
sisione del punto cercato • 

PROF- XC. PROBL. 

277. Diville re una piramide triangolare in qualiro 

attrj piramidi triangolari le quali abbiano per basi le 

facce d?Ue piramide data , e per i^erlice uno stesso 

punto deatro di qut:sta ,, e tidi che serhinsi -tra loro 

rbpettivamente ragioni date • 

Ahalisx geometrica. 

Sia a (y^.8i ) quel ponto dentro la piramide trian- 
golare data BCD A, , pttr lo q^iale couduceudòsi de^ pia-* 
ni cbe pastino anche pQ lati DC , CD ^ DB , DA , AC^ 
AB di essa, resti tal solido divìso nelle quaitio pi- 
ramidi cercate BCAa , CDAa » BD Aa , BCDa. 

£ poiché è data la ragione della piramide BCAi» 
all' altra CDAa , cb' esprio^si per quella delle rette 
jg» , n ^ ed é di più data la ragione 4^1e loro basi 
BAC^ CAD date, che si dinoti colle rette r, a ^. sarà 
data anche la ragione delle loro altezze , cioè delle 
perpendicolari abbassate del putito a tu i piani BAil^ 
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CAD ; ed 688* terrà espressa , com' è chiaro , cU quel- 
k di m : r . 

E similmente si yedrà esser data la ragione di eia** 
aeuna di queste perpendicolari alle altre che dal punto 
8tes80 m si abbassano sugli altri piani BAD , P^'D • 
I«aonde il proposto problema si sari ridotto all' altra 
di rìnTenir nella piramide data un punto a dal quale 
abbassando le perpendicolari sulle bcce dell» piraau'^ 
de data , queste sieno tra loro in ragioni date • 

Or dunque dovendo essere le perpendicolari cbe 
si ^abbassano da tal punto sii i tre piani BCD , BCA , 
ACD in ragioni date y A punto donde esse, ddibon 
partire dovrà aver per luogo (eometrico una retta di 
sito determinabile pel n. 164. Ma percbè sono anche 
date le ragioni che serbansi tra loro le perpendicolari 
che da un punto stesso debbono cadere su i tre piani 
BCD j CAD , DAB , tal punto deve aver per suo Iuo« 
go geometrico un'' altra retta di sito determinabile pel 
numero stesso . Adunque il punto soddisfacente al pro- 
])Ie!na proposto sarà quello ove tali due locali s'inter- 
segano : ed esse dovranno necessariamente iutérsegarsi^. 
perchè ciascuna deve necessariamente cadere in quel 
piano eh' è il luogo geometrico de* punti donde aln 
bassandosi le perpendicolari su i piani BCD , CAD 
sono queste in data ragione. Adunque un tal punto si 
sarà rinvenuto . Ed il problema proposto potrà age^. 
Tolmente comporsi .. 

a^B, Scoi. La stessa soluzione avrebbe avuto Ino^ 
go se il problema fosse stato più generalmente enun- 
ciato nel seguente modo , cioè 

Diiii quùUro reHilinei in diversi piani ^ che s* in^ 
còniranò ; determinare quei punio , che preso per verti'^ 
ce di i/uaiiro piramidi aventi per basi questi rettilinei^ 
abbiano queste tra loro ragioni date ^ 
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PROF. XCI. PROBI. 

# 

379. Tra due reiie date riirovar due medie pro^ 
forzionoLi • . ^ 



Metodo di Abchita ^ 

Sulla maggiore delk due rette date AB (jS^'^BG) 
n dei cri'va il senicerehio AEB , e su di esso 8' intenda 
«retto il semtcilìadro AEBIKL; poi sulla AB stessa e 
sei ]MaBO del rettangolo LABI si c^seriva 1* altro semi- 
cerdbio AGB , il qoal si eoacepisca rìrolgersi intor- 
bo «1 punto B , restando sempre Terlicale,o finche la 
AB deseriva un quarto di cercUo ; genereri esso una 
superficie di rivoluzione ^ la quale intersegandosi colla 
stipeyficie d^ semicilindro produca in questa la curva 
AOB . Inoltro la minore delle rette date si adatti dal 
ponto B nel semicerchio AEB , e sia la BE ^ poi dall' e« 
strenM^ £ si aiihascs sul diametro AB la.~perpendicola« 
vt £F , ed il triangolo £FB s' intenda rivolgersi in^ 
tosilo 4il eateto FB per generare un cono , la cui su- 
perficie indefinita ìntefscghi qoelb del seiiicilindro nella 
cnrva ECH , e questa s^ inlerse^i ocH* altra AOB nel 
punto C . Ciè posto si ahbastt da C sul piano sottopo* 
sta AEB la perpendicolare Cu , che dovrè cadete nella 
superficie eilindrìca , ed incsoutrar perciò la cki^onfercn- 
za del cer<Aio che n* -i base in JX ; congronte le Bt) ^ 
BG , saranno queste ie due medio proporaioiiali cerea* 
te. Imperocdiè la fiC iuco«tri in M la eircooferenea 
della hase éA cono suddetto , e dal pulito M sul 
piano sottoposto AEB* si* aMnassi la perpendicolare 
MN, U quale dovrà 9 couii*4 chi%ro^ cadere nella DD^i 
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poi si prolunghi la EF la e , Vnchè Fé sia uguale ad 
F£ , sarà Ee il diametro del cerckio base del cono 
descritto dal triangolo EFfi. , ed il punto e verrebbe a 
cadere nejU' altra semicirconferenza del cerchio AEB. 
Adunque sarà MN* = ENe = DNB ; e perciò se eon*^ 
' giungasi la DM il triangolo DMB sarà rettangolo in M. 
Ma producendo 1^ in a finché sia 6a e= BA, e coiv- 
giugnendo la aC, è chiaro che il semicerchio verticale 
descritto su di oB debba passare per C , e perciò essere 
anéhe retto P angolo aCB • Aduncpie i tre triangoli 
aCBy DCB^ DMB essendo rettangoli, ed^ avendo di più 
comune V avigolo CBa, saranno 'BÌmili*: laonde sari oB, a 
AB: BC :: BC: QD :: BD: BM, oBE^ e perciò ki 
BC , BD saranno le due medie proporzionali cercale • 
u8o. ScoL Per .la eomponzìoiie di cpiesto Probiema si 
richiede dunque di construire V intersexione della si^ 
perficie dei sepicilindro con quella del solido di rivo*: 
luzio^e deK^^itto dal aemicerchio BGA ; e poi V inleaie« 
%ione della auperlBcie d«llo stesso semicilindro c<m queU 
la del cono descritto * dal triaag<4o £FB ; dall' interser 
z^ime di queste curve ne riaolta il punto C, e quvadi 
r altro D che. soddis£ioo al Problema * Or la priaia. di 
queste intei*sezioni ha evideatemente per projeEione wL 
piano AEB ( j^« S7 ) la sèmàcìrponferenia AEB , e^ 
r altra pro)eaione di essa ani piani^ ABIL , preso eome 
piano di proje^ioiie verticale , si otterrà facilmente b^ 
per lo punto B si conducano m tal semieercfaio le iou 
jf fimte cord^ BD , BE , ee. , e poi per ciascuna di esse^ 

la BD , per esempio , si abbassi da D sul diaosetro AB 
la. perpendicolare Dd , la quale ri produca al di so- 
pra n(sl piano ABIL , finché la parte prodotta de pa- 
reggi r ordinata che • nel punto J) corrisponde nel se- 
micerchio descritto sopra «B : T estremo e di tal per-^ 
peodicolare sarebbe la proje^oae verticale » ohe si cor» 
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insponderebbe a quel ponto clella curva eh* è projettato 
in D sul pianò orizzontale • E cosi di ogn^ altro • 

Per xonstruir poi V intersezione della superficie conica 
con quella del cilindro, cioè per determinare la proie- 
zione verticale di questa, giacché T orizzontale cade anche 
nella semicirconferenza ADB : si determinerà la proje- 
xione verticale di quel punto cR essa , eh* è projettato in 
D sul piano orizzontale , congiugnendo la BD, ed imma- 
ginando condotto per essa un piano verticale ; questo 
intersegheri il cilindro ne* suoi lati che pascano per B , 
D , e del secondo de* qr.ali si avrà la projezione ah- 
Lassando da D sii di AB la perpendicolare indefinita 
DdJ . La superficie conica poi verri dallo stesso piano 
intersegata in un suo lato , la cui projezione verticale 
si otterrà prendendo sulla EF prolungata la Fn uguale 
alla semiordiuata che nel punto N , ove la BD interse- 
ga la EF , corrisponde nel semicerchio hase del cono; 
sarà fia la projezione verticale di un tal lato del co- 
no : ed il punto e ove la retta Bn intersega 1* altra dà 
sarà la profezione verticale di quel punto di questa se- 
conda linea dMntersezione il quale aveva per projezio- 
ne orizzontale il punto D . E cosi facendo si verrà ad 
assegnare 1* intera projezione verticale FcH di questa . 
Ed in tal modo la soluzione di Archita verrà ad av€gi*e 
«n* effettiva composizione geòmeb-ica . 
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DELLE SUPEEFIGIB PLECtOlBI. 



1 

981* Def. XVIII. Se uim retta si vada movendo 
nello spazio , radendo una data curva con una leja^ge 
costante dalla quale però non risulti eh' essa debba 
passare per un dato punto , o essere costantemente 
parallela ad una retta di sito , e né ancbe che tutti i 
punti di essa descrivano perirerie di cerchi intorno 
ad un medesimo asse ^ la superficie che descriverà la 
chiameremo PUctoide cioè compUcata , e ciò seguendo 
'gli antichi . 

282. Tal è per esepipìo la superficie curva che nel 
n. 206 si descrive dal raggio del cerchio che muovesi 
con doppio ^loto , cioè progressivo lungo T asse del 
cilindro , e di rofaaione intorno all' asse stesso : e tale 
è anche V altra superficie che vien formata dalle infi- 
nite tangenti che si conducono alla spirale cilindrica , 
e che può concepirsi generata da una retta che si muo- 
va radendo T evolvente del cerchio base del cilindro 
ov^ è descritta la spirale , è toccando continuamente 
questa ciu*va ; e perciò formando sempre uno stesso an- 
golo col corrispondente lato di quel cilindro (2^) • 

a83. Scoi* £ facile, il ravvisare , che per due siti 
prossiniissimi , in cui si ritrovi la retta generatrice di 
una superficie plectoide , non possa mai passarvi un 
piano . 
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aSlf . / determinanti del sito di una mtperfiotè pU^ 
ttmde , ' «DUO ie dm» me éracce su i piani di prùjetia- 
ne\ e* le profenahi* di mm jpudunque attra Unem ee^ 

gnata in eesa^ 

*. • ' * 

Inpttoccliè sic»ko akbf ak'V (figM ) le dn» txmecn di 

ima iéfeificie plectoidc , ehd , àh'J - le projesioiii .di 

wèI: àllrm Biiea ch'é in csm ; e {mudasi in aJièI im pimto 

qaaliw^ei' , col quale » oome Teiiice i s^ intenda da^ 

•critte una «iperficife cooiea ^ xhn aUiia per direttrice 

dd aue lato la corra alA ; aarè tal superficie conka 

data di sito (ii3) « Sianinaenie cbllo rteaso veutìce U ,« 

e prendendo per direttrioa . qp^Ila linea » eh' è projel* 

tata in did , ehid^ si concepisca descritta Wa! altra su- 

petficie CGMca » aarà questa andie data di sito :^ e n^ aarA^ 

4i più data la traccia sul piaiio stesio della mkb. » ohr 

aia la curva e^(i>4) * Or qneate due avpeeficie eoBddie, 

a^toMlo ìm stesso Yertiea A' si àavrenno iulertegare in ub 

Joro lal# , cIm aarApreciaaaiente quello clia passa pefr 

bi punto lè. o^e inlerscf ansi le loro tracoHWi « ehf^ 

che perciò siffatto iato> di esse , che 9 come ai vede , è 

incile il lato corriapoadant^ dalla proposta' superficie 

plectoide , sari dato di sito • E collo stesso artifiaio 

paleadcai mano taano .aasegnare ;. tutti ^li altri lati di 

aasa. tal auperflcie pleetoìde , ne e^gmn chi essa sia anche 

data di sito . .1 

^i. Scoi. PaK eofRodìti della detmainatiopìe dal 
precedente teorema , si «sona ^tm . per datatmiiunti 
del sito di una superficie plectoide le sue tracce co' due 
piani di projeaiona , ed una qualunque linea scenata 
in eaaa j ma oascuno facilmente da se rìlera , che tali 

a3 
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deterrnmanti poteTaoo essere tre curve ad arbitrio se- 
gnate in essa , e le quali fossero date per meno delle 
loro projezioni • Inoltre conviene anche avvertire , che 
qot* AetteriBianti generali , cioè cmveniesli ^ fwst' in- 
tera £uniglìa di superficie cwe ^ possono Mslar di^ieiw 
BflBMHte modificati » il che xmmém talvi^ più.opmodn 
la geometrica esibizione, o più facile il coiMsetto di aL<r 
cune di tali superficie . Ed in fatti , perchè di buon 
«ra ciò cominci ad intendersi , si riflotta , dbe nella 
superfide difinita al n. ao6 basta conosoere In a^U pio»- 
jeaione della spira , perché sia data la superficie ivi d^ 
«critta . Imperocché é noto della genesi sna , che ogni 
lato di essa deve appoggiarsr costantemente euU* asse 
del cilindro su cui é segnata laspiM , ed esser parai» 
lelo alla base di questo , le quali condizioni sono suf* 
fidenti a dare il sito di ciascun lato di qufdhi' supev- 
fide , come ben si vede . Ed é anche chiare , che 
dair esser d;:ta la sola projesione della spirale CilindiV 
ca , sia anche data quell^ altra snperficie plectoide , di 
eni si è detto nel numero 209 ^ poiché ogni lato di 
èssa ha pe^ projesioni le tangenti le projetioni riape^ 
tive della .spirale in que* punti , che sono le ptrojesioiii 
corrigpoiAnti di quelli ov*«ssii è toccata da tal lato*. 
E Io stésso si potrebbe anche mostrare di ahte'Mh* 
perfida plectoidi la natura delle quali siasi specialmett» 
te definita • - 

%W. Scoi. Quelle tre Bftte 'neito spazio sulle f«i4i 
d appoggiano i kti di nna superficie pleclqide ,- e^dMe 
diventano i determinanti di questa allorché esse suéo 
Àte per mezxo delle lopo pn^edotti , in appresso le 
chtfnMmnn ààg^iiriei dé^ iaH ;* 
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PROF. XCIIL TE OR. 



o^j. Se le tr9 direttrici de'* lati di una superficie 
flecioide sieno tre rette , per determinanti dt una tot 
superficie si potranno prendere tre de* suoi tati ad ar^ 
bitrio • 

Sieno AB , CD , EF (fig. 89 ) le tre rette , clie 
rappresentano le direttrici della proposta «operficie pie* 
ctoide y ed ab j ed y efi tre suoi lati ad arbitrio ., e di 
essi il lato ed intersegbi la direttrice CD in O . Ciò 
posto A prenda nella AB un qualunque altro punto 
P pel quale corrisponda su tal superficie il lato XT ;. 
esisterà questo lato nel piano PCD , cioè condotto 
per lo punto P , e per la retta CD • Cbe se al con« 
trario si supponga preso nella ab un 'qualunque altro 
punto p pel quale si supponga passare la retta aj che 
si appoggi sulle tre altre ab j cd^ ef'prew come di-» 
rettrici : egli è cliiaro che tal retta esisterà nel piano 
condotto per lo' punto p^ e per ìik de . Or quesiti due 
piani PCO , e pcO debbono necessariamente interse- 
gasi , poiché hanno di comune il punto O . Laonde si 
dovranno anche intersegare in qualche punto x le ret* 
té XY y 3cjr che sono in essi , e daUe quali essi si con«» 
cepiscono descrivere • E dimostrando similmente che 
ogni altro lato della superficie plectoide descrìtta colle 
direttrici AB , CD y EF s^ intersegbi con qualsivoglia 
altro di quella descritta còlle direttrici ab , ed j efy 
he segue che queste due superficie plectoidi abbiano co^ 
muni tutti i loro punti , cioè che coincidano ; e quia- 
di che in realti non ne rappresentino che una sola . 
Adunque tanto sarà il descrivere la superficie plectoide 
colle direttrici AB , CD , EF , quanto colle altre ab i 
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cdj ef] che perciò queste tre rette al pari che le prò» 
poste si potranno prendere per determinanti della data 
superficie plectoide C B. D. 

a88. Cor. Da dò si rileva che per ogni punto ^ì 
una superficie plectoide le cui tre direttrici sieno li* 
Dee rette vi passano due rette giacenti su di essa , in 
prima delle quali si appoggia sulle tre direttrici date , 
e la seconda su tre lati qualunque della stessa super* 
ficie . 

289. Scoi. Questa verità , che y come or ora si ve- 
drà , è fondamentale per le ricerche da stabilirsi sulle 
superficie plectoidi in generale , non è si intuitiva , co« 
me r hanno creduta i Geometri descrittivi Francesi ^ 
da potersi lasciar senia dimostrazione . 

PROF, XCIV. PRO B L. 

390. CoHÉiruire una superficie plectoide di cui al* 
meno una detU tre direttrici sia una linea retta per^ 
pendicolare ad uno de* piani dì projeùone . 



ti a ( fig^ 90 ) la projesione briszontale di 
quella direttrice rettilinea eh' è perpendicolare al pia* 
no orizsontale , e sìene A'a la corrispondente prò* 
jezione verticale • Sieno . inoltre ed , ed' le proje* 
«ioni di un' altra delle dii*ettrÌGÌ della superficie ple«e 
ctoide proposta a construirsi , ed ef^ ef quelle della 
rimanente . Finalmente sia p la projezione data di 
un punto cV è in essa superficie; | del quale si- cer*^ 
ca r altra projezione , ed essa si supponga primiera- 
mente e^ser data su quel piano stesso cui è per^ 
pendicolare la direttrice rettilinea della superficie 
proposta , cioè sia T orizzontale • È chiaro , che c^ucl 
lato della superficie proposta , il qualrf passa per un. 
lai pimlo deUia esistere in un piano verticale , la cui 
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tmeoa 9 ed insitm ìa projezione di ial.Iata sari la op, 
ed i ponti q , r ov^ «pesta retta incontrerà le projezionì 
corrispondenti ed , e/'delLe- altre due direttrici , saranno 
lepvQJAxioQi di que' punti ovOit.lali direttrici incontra* 
▼ano <pel piano stesso • L^ionde se questi po^ti 9 , r 
ai proiettino in f ', r sul piano di projezion^ "verticale» 
la rY dinoterà la projeiione rerticale del lato suddet- 
to ; cbe perciò proiettandosi il punto p in pi sulla . r 9', 
n sarà soddisfatto al quesito . 

Che se la proiezione data fosse stato il punto 
P ifif' 9O ^ul piano verticale ; in tal caso si condu* 
ca per p la Im parallela alla j^M, .e per essa Im s' in- 
tenda passare un piano orriuontale ^ intersegheri que- 
sto la superficie plectoide data in una linea nella quale 
dovrà essere allo|^to il punto proposto . Ciò premesso 
ai conduca per a una qualunque retta pki la quale in* 
terseghi la ^ in kj e la c<2 in i j dinoterà una tal retta 
la projesione orizsontale di un qualunque lato della 
superficie plectoide data ; ie proiettando i punti k^ i ia 
k\ i sulle ef j ed! sarà la k'i la corrispondente pr(>je- 
«ione verticale del, lato stesso . Finalmente il punto n' 
ove la k'i intersega la Im dinoterà la projeanone jverlica)e 
del punto d* incontro di questo lato col piano orizzon- 
tale condotto per la In ; ed abbassandosi . d«i ^ sulla 
LM la perpendicolare indefinita n'N'n.' T altro punto n 
ove questa intersegherà la aki sarà la corrispondente 
proiezione orizsontale del punto stesso f cioè un^un^ 
to della curva d* intersezione da cpnstruirsi • E cosi 
continuando a iara-si verrà a desorivere per punti la 
pro)exioue orizzontale di tale intersezione , mentre la 
corrispondente projezijme verticale cade nella Im. Laon* 
de abbassandosi dal punto p sulla LM la perpendico- 
lare pF , e prolungandola sino ad incontrare in p la 
linea cb' esprime sul piano orizzontale la poco fa detta 
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projedone > sarebbe p la prelezione orizzontale del pim-' 
to da prima proposto . C. B. P. *" 

tgi. Cor. Si ^ede ancbe dalla preeedenfle solu-^ 
zione , m qual modo si possa «onstruìre. Tintersenone 
òk vaa iuperAcie plectaide cbe abbia per sHe diitottrioi 
tre linee rette , con un piano perpendieolare ad una 
di fjmste . E non sareldbe diflcile il poter * estendere 
tal solozione ad un piano cbe T intersecasse comunque. 

PROF. XC¥. TEOR. r 

292. Constnure una mperficU pU^ioide le cui di* 
retirici sieno tré curve qualunque • 

Per la projetione data si conduca nel piano di 
essa una qualunque retta , per la quale si Concepisca 
condotto unr piano perpendicolare a quello ' ov^ è tal 
projeztone ; iatersegherà questo la superficie ptectoide 
data in una Bnea nella quale sarA allogato quel punto 
diftm n*é data una projezione, e si cerca 1* altra . 

\>r per construire la projezione di una tal linea 
d*intersezione sull' aki-o de^ piani dati di projezione , bi- 
sognerà determinare su questo le projezioni di qae^punti 
in dove i lati della superficie proposta incontrano quel 
piano di sito \ la linea condotta per queste projezioni' 
^ppresenteri la projezione cercata dell^ intersezione 
suddetta • Finalmente abbassandosi dalla projezjon^ 
data del punto cbe si supponeva essere nella superfi* 
rie jplectoide una perpendicolare indefinita sulla còma* 
ne sezione de* piani di projezione ; V incontro di que« 
Sta colla precedentemente esibita projezione della cur- 
ira d* intersezione , sarà Tal tra projezione di quel pun« 
to • Cbe perciò si sarà soddisfatto al Problema • 
* 393/ Cor. Dalla solazionc dal precedente Probità 
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«MI it'vQciiii J» ^pitl modm ttcowlruisct 1^ iatAsesii»» 
4li UBft 8uper€aie ple€loide,q[ualiia<^ con uà fivoo di 
sito per|»t«dic«kre «d luto di qoeÙi di projpzìcfitt * É 
lo glesM melode li td^BoenJilM 9« Ul piano «(bgnitt 
t«iittsie MatUtt^pM pcsr Mppoito a' piatti di priòottont» 

/ .: . P»OP. XCVI- PKOBL, 



fimo tangùni0 • 

JUi Mite AB, CD, EF <>^ t») mm k tf« di* 
rettoci date , e dkoti Z il pmtto dato y pel qvdie d#- 
Te condursi «n piano tangente la superficie proposta • 
St assegnino., tee Iati «pialw^ ab ^ eà^ rf di una td 
superficie , ed indi si detenninino i due lati XY , xy 
di. esaa che paMMO per lo. punto Z , od al pri«a de* 
quali poggia sulle direttfiddate A9 i CD , .£F« 1^ al- 
tro sulle ab ^ edy ef. Il piano tangente cercato rnsì, 
^elk> cke nì^n defien^inatoibdlt ZY^.I^. .. • ' 
. . lenp^roockè queste due^«i#t» esistendo ei^iMnlie 
«nlU, proposU superficie fiect^ide (aW) ed. if ^ e r e ^ g Wh 
dcMK in Z possena dinMare due eeeioniiatte ia.tajl.sur 
perfidie dà due piani secanti *<:lie passano per lo f^if^r 
tatto.! Ed esse sono nel tempo etessn \^ tangenti 4jL 
taUisnieaseiioni nel punto jtiss* . Adunque il .pam« 
condotto per esse sarà il piana iMgfnte eorcafo (in4j. 
^. ScU. &e ai .prende.!» XY un q^ti^smf» ak 
Ino punto a pel qmle eiinkndii paaaare ^el)! al^Aìr 
te ^' ddla Mperfide pUptoide data, il qiw) tt#B»o|» 
«U aulk aeennde dkettritt;a4 , ed, <C^» ^wi €ÌuM^.t4# 
4teU? alim piann dns pneBH pMr le &j^^.^* 4<4»V^«^ 
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▼ero , ch& iiiGnit! pimii tiinjeati toecltti^ k sujierfieic 
plectoide proposta kmgo «d Iato di essa ^ 

Or siccome i lati Zy , -«K* ibao in dii^erri piani 
eolla ZY ; p^ició è chiaro ohe quel piano clie pass» 
per le ZY^ Xy debba int> Br a< iga to> t«ttì gli- akri lati co^ 
ine «y della superficie plectoide in que^ panti ne* quali 
essi s' inconlMitto colla -retta X^ ," per la quale passa 
quel piano • E similmente potrà rilevarsi che un tal pia« 
fto dekha 4ntersegar« tlrtli gli altri lati della saperficie 
{i)eetoide-€oMe ed,-^ ^ ec; ìm qoe* punti ne' quali etri 
incontrano la xy . Adunque è chiaro «da ciò ohe ^1*4 
piano che tocca la superficie plectoide proposta nel pun- 
to Z la de te intetsegam in tutto ti resto del eorso delle 
XY , Ty che sono le* dix«llrici di tal piano tangente. ' 

P&OP. XC?iL PROBL. 



« 






i^i Tirm^ Uh pim»» mngme «US ^wahm/ite su* 
perfide )4€ctòtde , per mh punio dmtù im essa • 

; >. . ..^ f 

• • ' i 

' Sieno MEN ', ìttìK , M'E'N" ( fig^: §« ) fo tre 
curre-éhe dirigono il w%te èella retta mobile la quale 
genetk'fa* ^perfide plecteidt proposta, e Z sia il pnnt# 
datò fo^^essa. Si* construtscxi quei Iato di tal superficie^ 
, che passa pet lo ptfnto'Z / ed esso i^ Efi'E*'; poi piT 
punti E , F , E" ove tìn tal -lato incontra le tre di- 
réttrtci Vlaté MEN , M'ETN' , IfE"»" si condéoanò à 
queste' le tangefcti ET , ET , E"T". 

• Oiò'pbsta si coocepkcé «n' altra tt^erficie plectoide 
tihe' abbia per direttrid qimiJt tre tangenti ; è fadlè 
% eosnpTeiidere che ^eéta e la proposta abbiano dt 
^mtme h elemento SE'E" nel quale ai toecaaio , eht 
^perciA' il piano xh^ tocca ! Y ina in nn puntai di tal 
^lelaenli^ Miaivir i dava tOMiit f^nd fiat» 



r 
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I 

so y anche 1^ altra • Adunque la presente ricerca si sari 
ridotta air altra già risoluta nel precedente Problema, 
cioè a condurre per Z un plano tangente quella super* 
ficie plec tolde che ha per direttrici le tre rette date 
ET , ET' , E' T". 

297. Scoi. Si è veduto nel n. 29$. che la super- 
ficie plectoide, la quale ha. per direttrici de^ suoi lati 1« 
tre rette ET , E' T' , E" T" può esser toccata* da un 
piano che passa per la EE" negl* infiniti punti di que** 
sta retta . Laonde la proposta superficie plectoide gè* 
nerale, cioè quella che ha per direttrici de* suoi lati 
le tre curve MEN , ME'N' , M'E "N" potrà simiU 
mente esser toccata da un piano che passi pel suo 
Iato EE" negl^ infiniti punti di tal retta . Or si pren* 
dàno in questo kto EE" i tre punti E , E' , E* ad 
arbitrio , e si determinino que^ tre piani che passano 
per siffatto lato, e toccano la proposta superficie plectoi- 
de , il primo in E T altro in E' , ed il terzo in E" ^ è 
che conducendosi per questi punti in ciascuno 
que^ piani tangenti una retta , tali rette potranno 
dinotare le direttrici di una superficie plectoide tangente 
la proposta nel lato EE'E". E siccome quelle tre rette 
in que* piani rispettivi possonsi condurre ad arbitrio, 
cosi é chiaro che vi saranno infinite superficie plectoi- 
di a direttrici rettilinee , che toccheranno la stessa 
superficie plectoide generale proposta lungo il suo lato 
EE'E" ; e cdascima di esse dovendo avere per ogni 
punto deUa EE" un piano tangente , che lo sia anche 
della superficie plectoide generale , ne segue perciò , 
Ae a questa gli debbano corrispondere per ogni punto 
di Msa infiniti |»iani tangenti diversi » 



t 
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PROF. XCVIII. PROBL. 

298* Data una superficie plec tolde , ed un piano 
€he passa per un suo lato determinar^ quel punto di 
questo in dove essa è toccata da quel piano . 

Sieno MEN, M'E'N', M"E"N" (/^.ga) le tre direttrici 
de' lati ddla, proposta superficie plcctoide , ed EE'E" sia 
quello tra questi pel quale passa il dato piano • Per gli 
punti E , E' , E" in dove il lato EE E' incontra quelle 
direttrici si conducano ad esse rispettivamente le tan- 
genti ET , ET' \ E"T" , e con queste per direttrici 
8' intenda descritta T altra superficie plectoide che ha 
di comune colla proposta il lato EE E" , ed alla quale 
deve essere anche tangente il piano dato , in quel pun- 
to stesso dove tocca la prima. Or un tal piano incon- 
tri due lati FFF" , GG'G" della superficie plectoide 
poc^ anzi descritta, presi ad arbitrio, ne' punti Y , X, 
sarà la retta XY anche un Iato della seconda delle anzi- 
dette superficie plectoidi , })reDdeudo per direttrici di 
essa i tre suoi lati EE'E" , FF F ' , GG G '; e perciò il 
punto Z ove tal retta ZY incontrai' altra EE'E" dovrà 
dinotare il punto di contatto del piano proposto colla 
superficie plectoide , che ha per direttrici le tre rette 
£T , E'T', E"T" (394) f e quindi colla data (296) . 

PROP. XCIX. PROBL, 

299. Construire la curva di contatto di una super' 
ficie conica j^ che abbia per s^ertice up- dato punto y con 
una qualunque superficie pUctoide data • 

Per lo punto dato , e per ciascun lato della superfi- 
cie plectoide proposta si faccia passare un piano, 
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e si determini il punto dove questo tocca quella super* 
ficie (298) ; la congìungente un tal punto col dato rap- 
presenterà un lato del cono tangente richiesto : che 
perciò la curva che passerà per tutti i punti di con* 
tatto cosi determinati sarà la curva cercata . 

PROF. C. PROBt, 

3oo. Construire la curva di contatto di una qua^ 
lunque superficie plectoide data con una superficie ci-- 
lindrica , la cui generatrice sia parallela ad una 

data retta . 

» 

Per gli lati della superficie plectofde si facciano 
passare de* piani paralleli alla retta data (89) * questi 
piani toccheranno tal superficie ciascuno in un pun- 
to (^7) per lo quale se si conduca una parallela alla 
stessa retta , questa parallela rappresenterà un lato della 
richiesta superficie cilindrica . Xiaoade la curva cercata 
sarà quelk che passa per tutti que* punti di contatto ^ 
che si sono in tal modo determinati . 

» 
PROF. CI. PROBL. 

3oi. Condurre per una retta dU sito un piano tan^ 
gente una data superficie plectoide . 

Si construisca quella superficie cilindrica languente la 
proposta superficie plectoide, e che ha ciascun' suo lato 
parallelo alla retta data (3oo) ; il piano tangente cerc^t- 
to sarà quello che si conduce a questa superficie cilin- 
drica per una til retta , cioè per un qualunque pimto 
di essa . 

O pure si prenda nella retta data un punto ad 
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arbitrio » é poi si construisca quella superficie conica clie 
ba per Tertice un tal punto , e che tocca la proposta 
superficie plectoide (299) • Il piano tangente cercato 
sarà quello che si condurrà tangente a questa superfi* 
eie conica , per un qualunque altro punto della retta 
data . 

SCOLIO GENERALE 

3oa. Per completare intorno alle superficie pie* 
ctoidi quelle ricerche generali , che colla moderna Geo- 
metria di sito si possono stabilire y si sarebbero dovuti 
qui recare quegli altri Problemi ove proponesi a con- 
struire V interseuone di una di esse con una qualunque 
altra superficie curva . Ma tali altre cose sono di facile 
comprensione dopo tutto quello che in questo Capitolo, 
e nel X. fu detto \ che perciò si potranno intorno ad 
esse esercitare i giovani . E non sarebbe anche fuor 
di proposito , eh' essi s' impegnassero ad indagare le 
proprietà di taluna di siflatte superficie specialmente 
definita , e che imprendessero anche ad esaminare in 
qual modo per essa restino modificale le soluzioni 
de' problemi che generalmente si sono in questo Ca- 
pitolo risoluti . Un tale esercìzio potrebbe forse ri- 
condurre sulle orme geometriche degli antichi geome- 
tri , e supplire in qualche parte al gran materiale che 
su tale argomento essi ci avevano preparato in quelle 
loro opere perdute , le quali trattavano di queste tali 
superficie , con profondità ed estensione , come si rileva 
dalle indicazioni , che ce ne sono pervenute . Del che 
altrove fu già detto , 
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C A P. XVI. 

Di QVE^ solidi ve' quali la SEZIONB ranPENDlCOLARX 
ALL* ASSE È UN TRIANGOLO RETTILINEO 'y 8 SPECIALMEN- 
TE DEL CONO-CUNEO DI WalLIS . 



303. per illustrare algiianto la dìflScile ed imper-^ 
fetta teoria delle superficie plectoidi abbozzata mei Ca- 
pitolo precedente , bo stabilito di occuparmi nel pre- 
sente de^ qui su mentovati solidi ; tanto più cbe dalle 
ricercbe che stabilirò su di essi i giovani potranno trar- 
re materia per utilmente esercitarsi j e cbe queste da* 
ranno anche luogo ad alcune conseguenze degne di es- 
sere avvertite • 

304. De/, Se due linee qualsivogliano CBÀ , FED 
( /^£^' 9^* ) abbiano un comune asse LIVI , il quale sia 
la comune sezione de* loro piani normali V uno air al- 
tro ; le conginngenti BE degli estremi di due ordinate 
corrispondenti ad una stessa ascissa rappresenteranno i 
iati di uno de' solidi suddetti . 

305. Scoi. Se la linea FED diventi una retta pa- 
rallela ali asse LM ( fg. 94 ) j e cbe V altra CE A sia 
un semicerchio descritto sul!" asse stesso ; in questo 
caso il solido descritto y come poc^ anzi , sarà il Cono- 
cuneo considerato dal Wallis nel Voi. II. delle sne ope- 
re , e perciò detto del fVallis • E se la linea FED 
{fig» 95 ) diventasse una retta comunque inclinata 
air asse LM j il solido risultante lo diremo cono^ctmeo 
acuminato . 
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PROJP. CIL PROBL. 

3oG. Determinare t equazione alla superficie di 
un qualunque solido in cui la sezione perpendicoiare 
alt asse è un triangolo . 

Da un punto P preso in un lato qualunque di un 
tal solido ( fig'Q^- ) si abbassi sul piano di una delle 
due linee CBA (3o4) la perpendicolare PL, che cadrà 
nelP ordinata BG , e sarà parallela ali' altra EG 

Ciò posto le due linee CBA , FED sieno rapportate, 
per mezzo delle loro equazioni , allo stesso asse LM , in 
cui sia K il comune princìpio delie ascisse ^ e le coor- 
dinate KG , GN y NP al punto P della superficie cur- 
va s' indichino con jr , ^ , i , sarà GB = f{x) , 
GE = F(x) , e quindi KB =/(x) —jr. Ma sta BG: 
GÈ :: BN : NPj cioè/(ar) : F(x) llf^x) — ^ : z. Adun- 
que r equazione alla superficiale di un tal solido sarà 
« X /(x) =F(x) X f(x) -a X /(*). 

307. Cor. Se la direttrice FED (fig-gi ) sia una 
linea retta rappresentata dairequazione y :=:^ e ^ e perciò 
parallela alla LM ^ e che V altra direttrice CBA sia un 
semicerchio del diametro CA = a ^ la precedente equa- 
zione generale si cambierà in quest'altra al cono-cuneo 
di Wallis , cioè 

(e — X ) '^ {ax — x^) ^=^ e y 

308. E se la FD {figgS ) sia una qualunque retta 
che s' iuclini alla LM in un angolo dato , il cui seno 
sia iB , ed A il coseno , e che incontri la LM alla di 
stanza FC = e , dall' estremo C del diametro del semi- 
cerchio CBA base del cono-cuneo acuminato ; l'equa- 
zione alla superficie di questo solido sarà 

che si ridurrà all'altra 
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( mx — nz ) y ( ax — a:* ) = mxy 

nel caso che il punto ove la PD incoiiti*d V asse LM 
sia 1* estremo C del semicerchio C6A . Ed ia simil 
guisa si potrebbe rilevare V equazione alla superficie di 
ciascuno de^due suddetti solidi^ se la curva GB A si sup* 
ponesse essere qualunque altra diversa 4^1 cerchio. 

PROF. CHI. TEOR. 

309. Se le direttrici CBA , FED ( J^.gG. ) de'la^ 
ti di una delle superficie sopra descritte ( 3o4 ) sieno 
due curve in cui le ordinate che corrispondono ad uno 
stesso punto delT asse serbinsi un rapporto costante-^ in 
tal caso siffatta superficie curva diverrà cilindrica • * 

Imperciocché in tal caso gli angoli EB6 , GEB , 
in cui inclinasi un lato qualunque di tal superficie a 
ciascuno de^ piani in dove esistono le direttrici di esso, 
saranno determinati in grandezza, ed invariabili . Tale 
a dire ch^ essi s^ inclineranno all' uno ed alf altro 
de^ suddetti piani sempre nello stesso angolo \ e perciò 
saranno paralleli tra loro . Laonde la superficie cur- 
va sopra descritta diverrà in questo caso quella di un 
cilindro • 

3 10. Cor. 1. Quindi ogni sezione prodotta in uno 
de* suddetti solidi da un piano parallelo ad uno di 
quelli ove trovansi le curve direttrici de' suoi lati , sa- 
ri una curva identica ad una parte della direttrica 
corrispondente . 

'3 11. Cor. 11. È chiaro che allorché si verifica 
la condizione del rapporto costante delle ordinate con» 
rispondenti nelle direttrici , queste curve dovranno 
essere del genere stesso , e della stessa natura . 
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3 11. CoT. 111. Che se le direttrici CBÀ , FED 
C fis* 97 ) s'^'^o ^^^ rette ; la superficie descrìtta sari 
^ella dì un piano che avrà per tracce queste stessa 
rette • 

3i3. Cor. IT. E se le due direttrici CBA , FED 
(y^.96 ) fossero del tutto identiche , sicché ahbatten- 
dosi il piano MLFD suU* altro MLCA , esse dovessero 
coincidere ^ in tal caso le 6 A , GÈ sarebbero uguali \ 
ed uguali anche gli angoli in E , B • 

SCOLIO 

3 14. Ciò che si è detto nella Prop. precedente, 
e ne^ suoi corollarj potendosi facilmente estendere ai 
«aso più generale in cui T angolo de' piani delle due 
direttrici sia obbliquo , se ne poti*i perciò dedurre i 
seguenti due teoremi • 

I. 

3i5. Se nella base di un cilindro qualunque si tiri una 
retta ad arbitrio , e per questa si faccia passare un pia» 
no 9 che seghi il cilindro \ la sezione prodotta dovrà 
essere una curva delP ordine stesso , ed aver la stessa 
natura che quella parte della base del cilindro ) cAe da 
essa* ne troncava la retta tirata • 

Imperciocché é chiaro , che segandosi V unghiet- 
te cilindrica che in tal modo si ottiene con piani per- 
pendicolari alla retta tirata da principio, le sezioni 
che da questi si produranno in essa unghietta , sie- 
no tanti triangoli simili tra loro ; e quindi que^kti di 
questi che sono perpendicolari a quella retta , e che 
perciò rappresentano le ordinate nelle due curve se- 
gnate sulla superficie cilindrica , dalla «uà base | e dall* 
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altro piano cbe si è supposto segarla , saranno tra 
loro iu un rapporto costante • Laonde per ogni ascissa 
comune x , se ì oidinata ad una di tali curve sarà 
espressa da F(x) , quella air altra lo dovrà essere da 
Ay^F{x) : perciò V equazione a ciascuna di tali curve 
doYrà^ risultare del medesimo grado , e della stessa for« 
ma ; e quindi esse dovranno appartenersi ad un or* 
dine stesso , ed essere anche della medesima specie . 

IL 

Zx&.E se qusl piano segante s* inclini d'Iati del ciltn^ 
dro in quelP ingoio stesso , in cui questi s^ inclinavano 
alla base di un tal solido \ la sezione sarà una curva 
affatto identica a quella parte della base del cilindro 
che se n era troncata colla retta tirala in essa « 

317. Cor. Ed estendendo queste due verità si po- 
trebbe generalmente dire, che le sezioni prodotte da un 
piano qualunque nella syperficie di un cilindro sieno 
curve tutte dell' ordine , e della specie stessa , le quali 
diverranno identiche se qué" piani s'inclinino similmen- 
te a^ lati del cilindro • 

PROF. CIV. PROBL. 

3iÌ, Se il cono^cuneo di Wallis si seghi con un 
piano parallelo alla base ; determinare la figura della 
sezione , 

n piano segante cba ( fig, 94. ) incontri un lato 
qyalnnqne del cono-cuneo in b , donde si abbassi su 1 
piano del rettangolo la perpendicolare bg , che ca* 
drà nell* intersezione delle ca , EG • Or perchè GB : 
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gb II EG : E^ , e quindi GB* , cioè CGA , o cga: 
gb* II EG* : E^* ; si vede perciò, che la corra cba 
sarà un^ ellisse , in cui ca rappresenta 1' asse maggiore, 
ed il minore è quanto la quai*ta proporzionale in or- 
dine a GÈ , E^ , e ca , o CA . 

3 19. Neil' equazione ( e — z ) yf (ax — x*)= cj 
(807) si ponga z = A , supponendo che h sia la distan- 
za del piano segante dalla base del cono-cuneo di Wal- 
1Ì6 ; e si avrà per equazione alla curva di sezione la 



seguente 



jr = C-* y ( flj. _ x' ) 



£ facendo e: e — h II a : *. , essa diverri 
jr = ^ V ( ox — x« ) 

eh' è air ellisse poc* anzi indicata . 

3ao. E se nella stessa equazione generale si fosse 
posto ^=i, si sarebbe avuta per la sezione parallela 
al rettangolo la seguente equazione 

( c—x ) y(ax — jc*)=ci 
eh' è ad una linea di quart' ordine . 

Sai. 4yco/. Le precedenti considerazioni si potranno 
facilmente estendere a qualunque de' solidi definiti al 
9. 3o4. , il che potrà servire di esercizio a coloro 
che coltivano la moderna analisi . Intanto se le diret- 
trici di uno di tali solidi sieno due linee rette , come 
le rappresenta la figura 98 , sicché un tal solido sia il 
cono-cuneo acuminato ad ambe le direttrici rettilinee: 
ritenute le stesse indicazioni del n, 3o6, se sieno ^ e q 
il seno e coseno dell' angolo che forma 1' altra diret- 
trice CA coir asse LM 5 1' equazione a questa darà la 

GB == £f : e quindi qi^ella del solido $i trasmuterà 
in queito caso nell' altra 
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£ puerciò V equazione alla sezione parallela al piana 
delle X i y ^ alla distanza z = A sarà la seguente 

e quella air altra sezione parallela al piano dell^ al- 
tra direttrice , ossia al piano delle x ^ z ^ alla distan- 
za ^ = A , sarebbe 

L' mia e 1' altra delle quali è , come si vede , ad una 
sezione conica. 

3aa. E si vede ancora , cbe supponendo in esse 
equazioni la e = o , si T una cbe V altra si riduca a 
rappresentare una linea retta; lo cbe coincide con ciò 
cbe si è detto al n. 3ia. 

PROP. CV. PROBL. 

* 3)3. Consiruire t intersezione di un cono-cuneo di 
JVcUlis con un piano parallelo al rettangolo. 

Sia HLK una tal sezione (^^-99 )• E poicbè il piano 
segante HLK si suppone parallelo al rettangolo CFDA, 
dovrà esso intersegare un qualunque lato EB del co- 
no«cuneo suddetto, e V ordinata corrispondente B6 nel 
cercbio ebe n* è base , in modo cbe congiunta la LM, 
sia iqjoesta perpendicolare a quel cercbio*, e parallela 
alla EG. Laonde sarà BG : GÈ :: BM : ML; il cbe 
darà la seguente geometrica construzione della sud* 
detta curva d* intersezione. 

3^4- ^1 eentro il punto G, e cogV intervalli 
GB» GM descrivansi gli ^ebi circolari B& , Mm ; poi 
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coTigiungasi la E^ , ed elevata da m la wiU perpendi- 
colare alla LM , si tiri per LI la L7 parallela alla LM, 

sarà / un punto di tal curva rappresentata sul piano 

verticale CFDA . E similmente se ne assegneranno 

gli altri \ oud' è cli^ essa resterà facilmente descritta sul 

piano del rettangolo . 

PROF. evi. PROBL. 

325. Construire f intersezione di un cono-^cuneo df^ 
ìVallis con un piano die passi per una qualsivoglia 
perpendicolare al diametro della sua base • 

é 

Sia HK (yfg-.ioo) una perpendicolare al diametro CA 
della base del cono-*cuneo , e per tal retta passi il piano 
segante , die produca in questo solido la sezione KNL. 
Da un punto qualunque N di questa si abbassi sul 
piano del rettangolo la perpendicolare NM , che ca- 
drà neir intersezione HL di quel piano segante col 
rettangolo CADF ; e sia inoltre £B quel lato del coiA^ 
cuneo che passa per lo punto N , strà EG : GB 1 1 EM : 
MN . Laonde si avrà la seguente construzione geome^ 
trica di una tal curva. 

326. Col centro G, infervallo GB 9 si descriva Tarco 
circolare B^, e si congiunga. la E6 ; indi si tiri per M 
la MN' parallela alla. C A , e dal punto M stesso si elevi 
alla HL la perpendicolare Mn uguale alla MN' ; sarà 
questa uguale alla MN , e quindi il punto n rappre- 
senterà uno di quelli della curva da descriversi . 

3^7. Scoi, 1. La proiezione orizzontale di una 
tal curva d' intersezione può anche facilmente determi- 
narsi : poiché se si prenda sulla GB una parte Gn 
Uguale alla Mn^ sarà n la projeziooe del punto N ^ e 
similmente si assegneranno le projeziom orizzontali ri* 
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fpettfre degli altri punti di una tal curva , ond* è che 
si avrà cosi la projezione di essa nel piano deL cerchio 
eh* è base del cono-cuneo . 

3a8. ScoL ii. In questa sezione si comprendono 
tutte quelle altre prodotte nel cono-cuneo di WalUs 
da un piano perpendicolare al rettangolo , e che un 
tal geometra ha considerate individualmente , come può 
vedersi nel suddetto volume delle sue opere . 

Si potrebbe inoltre il cono-cuneo FCKAD conce- 
pir segato da un piano il quale passi per uno èe' lati 
del rettangolo | il che dà tre sezioni , quella cioè fatta 
per CA , r altra per FD , e la terza per AD , o CF , 
le quali convengono tra loro, e con quella parallela al 
rettangolo FCAD , neir avere per loro limite comune 
il rettangolo suddetto . Ma queste tali ricerche sono fa- 
cihssime a rilevarsi, da chiunque , che perciò per breviti 
le tralascio . 

PROF. CVII. PROBL. 

329. Pffr un punto dato nella superficie del cono-' 
cuneo di Collis , condurre ad esso un piano tangente. 

Sia b un tal punto {figgi) t e cba la semiellisse 
che dinota la sezione prodotta in tal solido da un pia- 
no , che passa per quel punto , ed è parallelo alla base 
di esso ; e sia inoltre EiB il lato corrispondente dello 
stesso solido • Or se per gli puntj b ^ B à* intendano 
tirate al semicerchio , ed alla semiellisse le tangenti 
BH , bK y queste e la FD dinoteranno le direttrici di 
quella retta che genera una superficie plectoide la qua- 
le tocca quella del cono-cuneo di Wallis lungo il lato 
E^B ^ che perciò si vede , che i due lati di tal super* 
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fide plectoide corri^ondenti alle due diverse generi 
delle quali essa è suscettibile (a88) , e che passano per 
lo stesso punto b , sieno per T appunto le rette E6B , 
bK • Laonde saranno queste rette i determinanti del 
piano tangente cercato . 

33o. ScoL Si bissechi la ca in O , ed in ordine 
ad Ogj ed Oc si ritrovi la tersa proporzionale OK ; 
intendendosi congiunta la ^K , sarebbe questa la tan- 
gente dell* ellisse cba nel punto b : quindi la EK 
dovri rappresentare la traccia verticale del piano tan- 
gente cacato; e perciò prolungandosi questa retta fino 
alla LM in H • r altra retta BH aarà la traccia oriz- 
sontale corrispondente dal piano stesso • 
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C A R XVII. 



DEL GXLIVDaoiDB. 



33 1. Def. Se quella retta che rappresenta la mini- 
ma distanza di due altre rette date nello spazio , si 
rivolga circolarmente intomo a quel punto ot^ essa in- 
contra una di tali rette presa come asse , trasportando 
seco r altra , la quale ti resti immobilmente connessa ; 
si descriverà da questa la superficie di im solido inde* 
finito per due versi , che per la sua forma , e perchè 
ogni sezione perpendicolare air asse è un cercHIo , co- 
me nel cilindro , potrassi convenevolmente chiamare 
cilindroide • 

332. Cor. 1. Si rileva da tal genesi che il minimo 
cerchio sia quello che vien descritto dalla minima dì- 
stanza , e che gli altri vadano mano mano crescendo 
dall'una , e dall' altra parte , a proporzione che si allon- 
tanano dal minimo : che perciò la superficie di questo 
solido sia come ristretta nel luogo del cerchio descrit- 
to dalla minima distanza y donde poi proceda slargan- 
dosi sempre dalle due parti in forma di un imbuto • 

d33. Cor. a. Se T assise di questo solido si prenda 
anche oome asse di quel cilindro che ha per raggio 1» 
minima distanza tra le due rette proposte , è egli dkift- 
ro che tal cilindro dehha essere inscritto nel cilindro!^ 
de , ed aver comune con esso solamente qutei cerchio de- 
scritto dalla minima distanza suddetta \ che perciò ai 
vede che la retta generatrice della superficie del cilin- 
droide dehha ^ in qualunque luogo si xitrovA wà giro 
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cV essa fa , toccare la superficie di quel cilindro in un 
punto della circonferenza del cerchio il cui raggio è 
la minima distanza . Adunque il piano condotto per tal 
retta , e pel lato corrispondente al punto ov" essa tocca 
la superficie di quel cilindro , dovrà esser tangente a 
questo • Ed inoltre la proiezione di quella retta sopra 
un piano perpendicolare ali* asse del cilindro dovrl 
essere tangente la traccia di questo sul piano stesso , 
cioè quel cerchio descritto su di un tal piano , col cen- 
tro il punto OT^ è incontrato da queir asse , e col rag- 
gio qiìauto la minima distanza • 

334* Scoi. Il solido che si è qid sopra definito , 
e che ahhiamo chiamato cilindroide ; poiché esso è in 
efietto , come si vedrà tra poco y quello stesso che il 
Wallis immaginò generarsi dalla rivoluzione dell' iper- 
bole intamo al suo semiasse conjugato , e che chiamò 
con tal nome , è stato da' moderni Geometri Descrit- 
tivi Francesi denominato bizzarramente Iperboloide de 
revolution a une nappe . Né parmi eh' essi abbiano in 
alcun luogo fatta avvertire V identicità del loro solido 
con quello del Wallis , quantunque il 'Newton avesse 
già fatta rilevare nella sua Aritmetica Universale la ge- 
nesi del cilindroide per una retta , come in appresso 
mostreremo (*)• 

PROF. CVIIL TEOR. 

335 • / determinanti del sitp , e della figura di m» 
eilindroide sono il sito del suo asse , e quello della 
retta che genera (a superficie di esso . 

INnoti AB (fig. toi ) l'asse dato, e CD la retU 
generatrice delia superficie di un cilindroide ; e V mio 
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e T allM laepMilkiu um piMi^ perjMiditotwe^ alla A R 
m B^ C ^ fMi 4iil» il «trcàia descritto o«l ragfia BC» 
«di'4 aprila icfcrillam étl pitt^ dUU* csCraoM C dldk 
IMC nel st» J»«|9: • sari anclie 4Hbi k asbùna &tMk 
M JLD delk AS ^ DC (m>o) . 

Iac4tr« eoi cwtiio B ^ o col imiii spialo U AD 
li il > ii g iU$ il oepslM EF6 , «Im wA U àase dol ci. 
Jmdpo iateritto jm} ciHftdroidt , m ètl {moto D si ak 
Sassi "iri fiMBo KJSIG lo porpmdìcobro DE ^ c)io sari 
il ii^. 4elo«d46iio tOàmin mi punto D 0^è loo» 
«rt» ddi Isfto ofQffiispottdottte CD àtì ^liodbroide : elio 
fmdib sorA. Asis Q fmdo^ E , ^^pmM lo BE r e fim^ 
I* Ottfolo JBBC • B YoienAo Un ^uobin^iie oUr* 
^pmlo soiiio , fwUo 9 for esempio , cbo jo^ 
oMkffo il GOfi^Vio RK lo H , si ottlsoo U BH , fii 
O0stiluiscosi ol punto B Ì9ÌhL fin 1' ottgolo HBL «(piido 
al ért# CBB, o per lo pimU !• si tiri i JiAo €(sra» 
sfMdettte 4el «ilMro , cioè LM «g^fe 
«ionU la HM , sari ipMSsta, ooos' A £«8 
Aairsi , il late ekf si oercó . K cosi Ai oga'olteo 

Laoado poCèttdiosi as j s ysaao goasMÉrioasieiAa il sito 
4i ciascon iato eoi «iillftdmde propósto t sarA perde 
Aoto il sito Alila sppaiioio Ai *ia l tA i A alMii s ia a li 
Ai ^«rsta aaraasio ^|oaUi dM si imo a^vhi oamMtati ^ 
oA i quali , emm si » ^oèsto t^ii» i ias l aoÉ i o it ahi l a w s 
« sito di ^M. 

»EOP. mi. TBOIU 

JM. Àé •gftl MKtUmUt , f»t ^^ pm§» ed mi» 
téma Mfv/kw , ftf ««rf>%oiMlÉ«« dìM imd , < fusii «om 
ikm jfdmntMiéiitthÈ détkt mpeiki» mmnal «ottito, 

■US ^^H^» 




F^se (Jlg. lo^) , DC Ì8 gmevatrice ^U« supeifidtt'ai 
un ciKndrdiile , ed AD la miiMaia dklàBKa tra le AB^. 
BC , la <]»ale sìa pìro)etta|a ia fiH aui. piano òA eer- 
cUo CHe . Al ^teuCb fi della BH si cottiJoabaa tango- 
Io HBc uguale al dato HBC ^ e si unìiaa la Bc «. Fin 
telìnènte cMcisafinsi Io Ac , AC 

È chiaro primìeraanente. cke Mno «gÉali tra Ibr» 
k DC , De ^ oome anche* le < AC , . Ao- ; cke pmdò 
Ae' triangoli ADC , ADe do'wantiò pai^g§fiar$i gli mw 
goli ADC 9 AD« , e quindi questo secando sarà rAtoi 
Al pari che- il primo • Adump» la AD rappres^rtla 
anche la mittna distniia irà le dnf altiae rette AB^ De^ 
^ Or il punto ^D sia progettato m if , e «f lindi sìt 
Hd il loto del cìitndro inscritto nel cilindroide gene- 
m|o dalla retta FDG^ e si prenìda in Afi un cpialsi*^ 
ràglja punib B' , per Io quale si concepisca condotte» 
wi'' piano f>aìrallelD « cfuoUo' del cem^it CHè y e 'quin* 
di «ncMe |)érp on d i saiaiie '. alla AB : -un tal piano inter*» 
enghtrà gli; Ari DdG , D^ noUe «ette D C , D V p^ 
rallele TsipéHi^aBento aQe dC, £^c ; -ohe perciò saran- 
no uguali tm loMr nop mano le DC, De , che leD'C, 
DV, ercongiunta la .B'D\ gli angoli Jti^'C , fi DV> sb- 
ramo ugUaK tri^ loro del ^s^ri éha gli ,^ltrt BdC ; Bdó^ 
che gh pareggiano nespeliiYalneate ( la^SLXL} . ihdu^ 
fne 4Ì^wTmiàm»..ÈtA%dm^rs.ìn^ìom> «ignaii le B'C, B'o\ 
e quindi i punti C , e esistenti nelle idlfe rette , ()Ì9nr« 
DC, De da ciascuna delle quali si genera, rivolgendosi 
come sta detto: néltt iefinfeio^e (3*1); la superficie di 
un cilindroide , descriveranno in tal genesi uua medesi- 
BM cSriDonfovenia ^di^^^rcUo ^ ,e. Cà^ jemptè. difli%5tran< 
doai per tujti .quagli altri pwitLdeUe rette FDGs 
/De ,-i ^ali smm e^idistaoli.d^^D.^^nn sfegne ^p.ìe 
due rette diverse FDC , /De descrivono una stessa su- 
»él < ÉÌ > adM ^ ndwigef^r ^^^mikb^^rm^ ^ofxi esser 
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generata da due r^il^ ^TeMe^ , le ^pii^W s^ interseganò 
in un punto del minimo cerchio . C. B. D. 

3^7. Cor.'XMàft proceiknle 4mestr|i%iDtne «f rile- 
im , eke tali due génèvatiìci s^ indUnapo. sioi^ilBiente. % 
furi lato del cHindro ém pasm per lo. punto del mir 
ttimo cerchio ov' esse s^ intersegano ^ e di più che> la 
)>rQJetione di quel raggio éi questo- che passa per al 
punto , sopra uq piaao qualunque perpendicolare all'asso^ 
l>isseca l'angolo compreA^ dalle oongiungMitì il pifnt^ 
f>ve tai iptaao faicoftftni l' «990 , eoa quelli ov' è iucon^ 
trato cbile suddette dm generatrici del cilindroide . E 
dò è necessario a sapersi, affinchè data «na drile 4^9 
gMMvatrki , si possa determinar T altra • 
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338. «S'è a parti opposte del ptmi0 M (jig*. io3 ) , 
eh" è un estremo della minima distanza ML tra le due 
rette AB , CD sf' pteUdaH<y là parti, Wgtifdi ME , iKfe , e 
da' punti E ^ e si abbassino sulV altra retta AB le per^ 
pendieoiaH EF^ <gf ; qvsèe do^ramtQ ^is^ ì^/gékili tra 
loro ^ come anche le FL ^fL « 

Imperocché si e#noapia0àiio mtliiiii.tfi^IMlArinM- 
te , e nel medesimo tempo , le MD , LB intorno a' punti 
M . Il : è chiaro elie qunrfo la MI> AmmmAe^i colla 
MC V la LB' dovrà ooiopidere ootta I1A4 e quindi pfAn^ 
cidendo il punb» e eott £, dovrà la ^ cud^e sulla 
EF^ e 1 punto /in F. Adanque saranno^ ugti^ tra 
loro Bon meno k^ LF , I/, chf la SE ,>. C. B. IX 
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St^. Z« géMrairieB dMi$ é of mfi mw éi mm aHui» 
iroU9 dHtfÌ90 mi di woffra^ 0d mi ài Mtfftr rfcl suo ^Mi» 
lo di mitUma disttmm éàlt mmm dm parti di supet^ki$ 
Ideniiche^ra loro . 

Imperocché ti», cmnè Bel Lemtiè piecedeote^ M 
foel punte ove It mintaui étsiftan 4alt ant iiicoatr« 
la ^Mratme DC iblfai superficie ^ un oyindvoHle ; t 
pr^ dalle due parti di ijiwalo punto M , mììm CD , It 
ME j Me uguali Ira k>r« , sarawi* «gaali le perpendi- 
eolari EF, e/y che da* ponti £, e si abbassano tuirasae 
AD , e quindi i cerchi ch# nel generarsi la superficie 
del cilindroide si deseriTono da queste rette : che per- 
ciò è chiaro , che le doe parti della superficie di tal 
solido f «na descritta dalla MD , e P altra dalla BfC 
siano identiche tra loro ^ ^ 

PBO». CXI« TEOR. 

$4m. 9t im tilIMbrtidé d segki con um fiam per 
P mt$9 9 ciaseunm eurvm frodmm nMa sua Mfisi^flsas 
mfrà eoe parti simili , che ri rùmiranmo im un punto 
mShhi afr^anpfrmntn ' tett mémmio arrchéo • 



knpoMMshè sftscoiM t«lt* i eerchi «quidbtanU dal 
«Mmo setter «guati tni^ loro ^ 4 cMairo pereiò che que' 
sUeraflM di mnk ém rap^Mnseantano J' infterseaiont 
fodJetfea , » ooBftur dal pwlo o^ il piaM segante in* 
Mntsm U ^RoiAlre«za- del osinimo ccfk-ehio , sieno tali, 
che ad uguali ascisse computate sniP asse , dal punto 
oov* è incontrato dalla minioui distanza , vi corrispon* 
dono ugnali ordinate ; che perciò tali due rami doyran* 
Ilo essere tra loro idmOtci. G« B. D. 



34>* <SM. Bor 1# cetttffo 4*1 c^rdbio mwBM »'m. 
tmda coadotl» mm parallela alla retta generatrice della 
siqierfieie del dliadroide , e questa yoi yvoJ f t rai ub- 
iamo all' asse serbandovi sem]^ la stc;^ ineli^isaioi^} 
descrìvere una superficie cooÌGa t-^e» come si rileva 
chiaramente , non dovrà mai incontrare quella del ciiin* 
droide ; die perciò sari assiatptica della superficie di 
questo solida. Ed il pia^^ coadotto per 1* asse del ci* 
liiidroidf» sabati qu^iti^ superiUk cwica in 4m r^^tt^^ 
che saranno gli assin^oti delle 4Ìue curve in cui il pia- 
no stesso seganle incontra quest* ultima superficie . 

PROP. CXir. PROBI. 

343* Determinare lo.- figura 4^lla sezione prodotta 
in un cttindroidè da un piarne ohe lo sega comunque» 

Sia I(^ ( J^, io4 ) la seaione prodotta in un ci- 
Jtndroide da un piano 9 e questo sia segato da quel piano 
per r asse che gU è p^^pcindicoh^ 1 .doni la comune 
sesiiMie ài siffatti àm piani diyidere quella tieaone IQK. 
neHe due parU identiche KQO , IQO $ e V angolo CHQ 
smeà quello in «ni t assodai cilindroide inirKrtaHi al piano 
segante . Inahra sia CP k minima distanaa Jlm un %il 
asse , e la generatrioe X¥ della superfieie del ciltndroi* 
de , e questa in ^nJunque luogo del suo giro incon^' 
tri in un pnnlo L il perimetro dell» ae«on(5 IQK. « 
Ciò premesso si tiri per Dia iretta DF parallda aU' asse 
AB , e poi per le AC , CD s' intenda piMsare un pia- 
no ; dinoterà LDF 1* angolo in cui a* inclina ad un tal 
piano la rett» 3LLT * Dopo eiò dal pmito L si ahhassioo 
sulle rette DF , A9 , OQ le perpendioekri LF, LG, 
IM f o cottgiungansi le FG , MG ) seri il piano LGF 
perpendioolare aH* altro GFDC t 1» %ura del quale é 
un rettangolo . Quindi V angolo DLF rappr^enterà 



V iDclhiaKione delift retta XY d piano FI^ y ó i qua- 
lonifue altro piano perpendicolare «11* asse AB del ci- 
lindroide proposto. 

Or po^gttsi CD = FG=a 

Ed essendo dato di speeie il triangolo GHM , 
sari data la ragione di MH : HO , cbf esprimasi per 

p : 'a y e sari HG = — , e quindi CG = e -j- — E 

per la stessa ragione , cbiamando 9 : a la ragione di 

FD : FL , nell'altro triangolo FDL anche dato di spe* 

ax 
eie , sari 9 : a ;: FD , o GC : FL , cioè :: « + ~ 5 

-^ + ^ = FL . E perciò essendo GL» = FG* + 

FL» , sari GL» = a* + -T- + ^^ZT'^'IJa:^ ^«^«^^ 
qm^ sari GL» ~ MG"^ , cidè ML"* o sia 



Nella q[ttAl<> equasione le dae indeteminate x , y naa 
oltrepa8saDd# il atcMMki ^ado , apparisce ehiaramenle, 
che la curva d' iatersesione proposta sia una sezione 
conica . E si rileveri facilmente , che se T angolo M HG 
sia maggiore dell* altro LDF , in uu tal caso risulterà 
negativo U valore del coefficiente della x^ , e quindi 
tal curva sarà< un' eUisse ^ che se al contrario quel pri^ 
mo angolo sìa minore di questo secondo , il suddetto 
coefficiente sari positivo , e quindi un^ iperbole la cur* 
va d* interseeione • Finalmente supponendosi uguali tali 
angoli, quel coefficiente diverri zero , e quindi 'la em^ 
va d' interscsione sari una parabola , o anche un pa» 
rallelogrammo , se i punti C , ed H coincidano « 
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34^ Seol^ Nel «tcoojip deVcmi auddtCti at com« 
le qMeUo' Illa 01» si Mippone sranice 1* angolo GHM| 
osata che il piano segante passi per V asse del oilindroi» 
de ; ed in qnesto qaeo la curTa d'intensesione saaiL.un'i- 



a* 



perLole rappresentata dall' ecjuazione jr» c= a* -^ jp* , 

o pure ^» = ^ ( 9* +^* ) > ^^^ * rappresenta il se- 
miasse prinMviò , e f il leoondarto , per rispetto el 
quale si trova rilevata una tale equazione . 

Or siaio lffil^9 rep {;/%r*^^) ^ ^^^ ipertroli op- 
poste 4eil^ equa^ioMfe suédelta , nètto lynaU vn ciKudroi- 
de è intersegato da un piano condotto pel suo asse BA^ 
e sieno Ss , T/ le due rette in cui un tal piano interse- 
ca ki snperAcie' assintotlca it <piflla del cilindioiée , e 
pereiò gM asintoti di quelle iperboli (340- ^^^ punta E 
-91 elevi la Ee perpendicolare- alla CE , sarA questa quaUi- 
to il semiasse secondario drile due iperboli . E siceo- 
ttie ì* assìntotiy 9r deve' e^ser parallelo alla generatrice 
del eHhadrolde in un dato sito , sicché tali due rette 
et do^anno inoKnane' al piano del circolo descrìtto 
■ dnlla* C£ in niio stesso nngoler , ehe sarà quanto cCE ; 
pome un tiA tsigole sarà quello in eoi indinasr costan- 
temente le gciievatrtcé del cilindroide al piano del sud- 
detto ■ eevohìo . LsnMde dovealdo sUre ' il semiasse prì- 
niwrìo dell* ipeaho^ HEP al suo* secoiidarfo , cioè a ': 
f :: C£ : flc ^ sàtA' qA^fe » qUesto , cóme il rAggio 
alla tangem» deit^ angolo in cai la generatrice del. ci- 
Kndr^Ae hldiinasi ad un phyao pèrpendieolare al suo 
'naso : Aé'fmni& poirassì agevidmente descrivere in nn 
piano quell* iperhole , dalla em rivoluzione intomo aH* 
SMit secondano «i ^sncra quel ciHudroMe , che si era 
«Anto ao' dattnaiiMHiti espressi nel n. iìi. 



344. €br. 4dMKpi6 il «HMMile defittito dlii.33i 
fnàò eoacepÌNi awske gtMMto éa «At dttamwKbi i^c»» 
Me Ift <fuak «i m<dg« inlsriio ai •«• «a* tvcondasto; 
ei ma^ è yevdè fffecbflftmle ^pwl telUb die eoa 
tal ncvme fu coii8Ìderat# dal Wall» , e che i Geometri 
moderni chiamaiio cUihdroidè di ffalUt ; il die Di 
aipcht aceewato al au 3i$4*^ 

PaOf. CXJSL P&09I.. 

I 



Sia •(j%vid$)k|pMj«eioM dell'ose ed |hmi« od 
è pMpeididoUve , ed O a' la wnrìi|»«ideale «di' dteo 
filmo di frejecio&e per p ca d i colage d primo ^deno &aol- 
tee «i 9 e B'a le p re jeg f e d delln mIU fettertlric» dt 
eaae , ed il cerdùo «cif sia la pr«jeaioiie ^deaotttale dd 
eerdùo defediti ddla midma dislMaa ddk fwi fia triee 
dall' amè , e di ifmtÈo rte t a e eerolw iva dieieÉi la co»» 
riUKmdiide pfefcaiflw tuTtiffdiT li trita r e 1/ pàrdi<ria 
dJU Ut , ed tupiaif alla «rf ^. doi fmn»ff a d^paa 

346, Co^. 1. Sèi » la frmj^imm^ dal» di am 
t» della sopeidde del dUsdrdde pamiede- «d 
ed 4 peifMidicolafe i' Mm M emo, e si mfteìA la eor^- 
dsfMdente adi' dtm de' pad di. pimjteiaetf , 

Si delerottd il pidl» à om U> f a^fr m fcd e e - £ 
«M td fiqMrikJe ÌM0!i^pa il pa^w edwmitpie , e 4ml 
eientcp # , iBlervaife .#* si ifeeeerive il «ÉncUe i^jf^ elie 
aeri quello die si dearnvereblMa «el |iieM adsMalafe 
ddla genefat^M m<M4te .t nel we Miete t»o $ mìi 
pet lo {Mmto n u eoadwi dr eerduo m^ le tai^feote 
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ofp , che lo toccliì nel punto i , il ^nal d projetti sulla 
ed in / : è chiaro , che il piano verticale condotto per 
la B/v dovrà passare per quel pimto della superficie del 
cilindroide , che ha per projetione orizzontale 1» , ed 
intersegarla in dae suoi lati , i quali s^ interscgàno in 
quel punto del minimo cerchio che ha per projezioni 
le / 9 1^* , ed incontrano il piano orìzzoutale ne* pun- 
ti II , V della circonferenza bef. Laonde proiettandosi 
i. punti tt , 1^ in IT , V sul piano verticale , e congiun- 
te le Ut j yt\ saranno queste le rispettive projezioni 
verticali di tali lati ; che perciò in ciascuna di esse do* 
vrà cadere la proiezione verticale del punto n* Adun*- 
qae queste projezioni verticali saranno dae diverse rap« 
presentate da^ punti n , n' ne* qualf le UV , T/ sono 
intersegate dalla perpendicolare indefinita abbassata da 
sulla LM. 

347- Cos. a. Che se al contrario la projezione data 
del punto 'da constnùrsi esistesse sul piano di projezione 
verticale , e fosse , per esempio , il punto n . Si con* 
cepisca condotto per questo un piano orizzontale , che 
sarà dato per mezzo della sua traccia verticale , eh* è 
la parallela tm' condotta per n alla LM ^ si determi- 
ni il punto d^ incontro di questo piano colla genera-* 
trice data della superficie del cilindroide (jS) , e sia /f 
la pi^jezione verticale di tal punto d* incontro , e g 
r orizzontale : col centro o , intervallo og si descriva 
il oerdiio gnp j che sarà la projezione orizzontale di 
quello in cui il piano condotto per la tm intersegava 
il cilindroide ^ e nella periferia del quale doveva tro* 
▼arai allogato il punte projettato in ni . Laonde se dal 
ponto n* si abbassi sulla LM la perpendicolare indefi« 
nife is'N*iiii 9 ciascuno deP due punti n in dove questa 
intersegherà la circonferenza gnp sarà la projezione 
oriasoaftale corrispondente di ciascuna di que* due pu»« 
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ti ne^ qnali la perpendicolare condotta per n sì "plano 
verticale incontrava la superficie del* cilindroide . 

348. Scoi. 1. Oltre alla tangente untv y può ancbo 
per lo punto n condursi al cerchio stesso acd V altra 
tangente rnsq : e se per questa s' intenda pure condotto 
un piano verticale j dovrà anch^ esso intersegare la sii« 
perficie del citindroìde in due suoi lati , i qubli s^ incon* 
treranno in quel punto della circonferenia del minimo 
cerchio cV è progettato in 5 , 9 , ed avranno per loro 
proiezioni verticali rispettive le Q's', Ks, Or questo pia- 
no , e quello condotto per V altra tangente untv ( cas.iJ) 
s* intersegano nella verticale condotta per n : ed è poi 
chiaro che que' due lati della superficie del cilindroide, 
i quali incontrano 'il piano orizzontale in r , u , e cll# 
lanno per profezioni verticali rispettive le R'^ , V/ , 
debbono incontrarsi in uno stesso punto di tal perpen^ 
dicolare ^ e che simihncnte in uno stesso altro punto di 
questa debbono intersegarsi quegli altri due liti , i quali 
incontrano quel piano di projezione in f , v , e che 
aono proiettati in Q's , V'/ sul piano di proiezione ver* 
ticale . Adunque è chiaro dal già detto che le Ks\ Q[s 
debbano intersegarsi colla nM'nW ne^ medesimi punti 
n\ n ne'^ali questa s' intersegava colle Ut\ V/: la qual 
cosa si rilevava anche direttamente dal vedere , che la 
verticale condotta per n non può incontrare la super* 
^ie del cilindroide che in dne panti solamente . E da 
ciò ne risulta , che sia indifferente il condurre al cerchio 
mcd V una o V altra della tangenti untv , rmsq , per la 
risoluzione del primo caso del problema precedente • 

349- Scoi. ^. È facile poi a rilevarsi che la nnl' 
debba esser divisa ugualmente dalla cdt , cioè che i 
due punti della superficie del cilindroide projettati in n 
debbano trovarsi ad uguali distanze dal piano del iiii«- 
nìmo cerchio , uno al di sotto , e T altro al di sopra 
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di e$$<r* Dal die si deduce eziandio chiaramente , che, 
per le projeasioni Perticali n , a ' de' punti della super* 
ficie del cilindroide , vi corrispondano le stesse proje» 
siom orìzzoniali n y n^ 

PROF. CXIV. PROBL. 

35o. Per un punto dato sulla superficie di U/l c^ 
lindroide tirare un piano che la tocchi • 

Poiché per lo putito dato sulla superficie del ci- 
lindroide vi debbono passare due lati corrispondenti 
alla doppia genesi di cui è suscettibile tal superficie 
( 336 ) , si assegni perciò la projezione orizzontale di 
ciascuno di questi y il che ai ottiene facilmente , tirando 
per lo punto f»(^g>. 106), ch^è la projezione orizzon-* 
tai^ del punto dato , le due tangenti uttf , rsq al cerchio 
cady eh' è la projezione orizzontale del cerchio descrit- 
to sulla superficie del cilindroide dalla minima ^islan- 
ma. tra la jgeneratrice di essa ed il suo asse : i puni- 
ti a , r saranno quelli dove que* lati incontreranno il 
piaao orizzontale • 

Or aiccome tali Iati rappresentano due qualunque 
sezioni prodotte nella superficie del ciliudroide da due 
piani che passano pel punto di contatto proposto , e 
eh' ^esse rette sono nel tempo stesso le tangenti di que- 
ste sezioni in quel punto ; perciò il piano che passa per 
esse «ara il piano tangente cercato (124) • Dunque la 
traccia orizzontale <li un tal piano tangente sarà la 
retta tir , e la verticale si potrà determinare per mez« 
zo della Prop. xz. (63). 

Che se la projezione verticale del punto di con- 
tatto dato corrispondente alla stessa projezione oriz- 
zontale n y fosse stata V altro punto n" nel quale con- 
fluiscono le projezioni verticali di quegli altri due lati 
della superficie del cilindroide ^ i quali hanno per prò* 
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jezioni Yerticali le Qn\ V'n" ; in tal caso , come il T«- 
de , la traccia orizsontale del piano tangestle sareUbe 
stata la qv • 

35 1. Cor. I. Congiungasi la oo, dovri questa esser 
perpendicolare alle ur ^ qi^ ] che perciò il piano tan- 
gente il cilindroide in un punto dato nella sua super* 
ficie dovrà risultar perpendicolare a quel piano che 
passa per 1^ asse , e pel punto di contatto, e passar quin- 
di per la tangente del cerchio orizzontale, che corri-> 
sponde , nella superficie del cilindroide , al piano sud« 
detto . 

35 a. Cor, 2. E da ciò si rileva, che ogni piano il 
quale passa per un qualsivoglia lato di lui ciliudroide^ 
dovrà toccare questo solido in quel punto nel quale 
un tal lato incontra quel piano per 1* asse , eh* è per^ 
pendicolare al piano proposto . 

353. ScoL Dalla soluzione del precedente proUeiM 
potrà rilevarsi in qual modo la nuova generi , che al 
cilindroide Wallisiano si è assegnata nella definizione 
di esso (33 1) faciliti, e renda più elegante la coostn^ 
xione del problema di tirarli un piano tangente^* 

, LEMMA 

354* Se t asse dL una sezione conica . eia perpen^ 
dicolare alla retta nella quale il piano àn cui essa ei»- 
sie intersega un altro piano \ la projezione di quella- 
eur\fa su questo piano sarà un^ altra sezione conica ^oì^ 
la specie stessa , il cui parametro starà a quello della 
proposta in una, data * ragione , doé come il raggio al 
coseno delT angolo d" inclinazione di quo piani • 

Bappresenti i'DE (figooj) una sezione conica, e 
Vde la sua projezione , e T asse b'A! di quella curva ìop- 
lista perpendicolarmente alla comune sezione A'« àtl 
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pkmò di tmà curva col piano dì' projezione ; che per- 
ciò V angolo a A'M contenuto dair asse e dalla sua pro- 
jeiioBe rappresenti quello in cui inclinansi i suddetti 
l^iani . Sìeno inoltre Dd , "Ee due ordinate della sezio- 
ne conica b'DE , e D'd , E e le loro corrispondenti prò* 
lezioni , che saralno rfspettivamente quanto quelle or- 
dinate ( 196 dùn. ). Ciò premesso 

La curva ft'DE siip una parabola , starà b^d : b'e' 
;: dD* : c'E% o :: Dd* : EV . Ma è pure b'd : *V 
:: B'D': BE' . Laonde sarà BD' : BE' :: D'd-: E'e% 
e perciò 1* altra curva Blie sarà pure* una parabola • 

Or sia P il parametro della prima parabola , e 
P' rappresenti quello della sua projezione, sarà dD*.=si 
i'if X P , e D'd» == D'F X F . Laonde siccome sono 
uguali que^ quadrati , cosi saranno anche uguali questi 
rettangoli ; quindi sarà db' X P = DB' X P' , e per- 
ciò F : P It b'd : DB' , cioè come H : cos a'A'M . 

In secondo luogo la curva fr'DE sia un- ellisse , di 
cui r altro vertice sia il punto e , e C la projezione 
di esso > sarà dD^ : eE% o D'rf» : E'e» :: b'd X de : 
Ve X eV , cioè :: FD' X D'C : FÉ' X E'Cj vale a dì- 
re che la curva B'de sarà anche un' ellisse . 

E supponendo èssere P , F 1 parametri di queste 
due ellissi , sarà per la priora di esse b'd X de ; ^'D* 
:: b'c : P , e per r altra sarà DJ* : BD' X D'C' :; F: 
KC Laonde , per essere dD* t= D'd* starà b'd X de: 
VD' xD'C::(iV:P) (F:B'C), o pure::(F:P) 
{be' : FC ). E quindi F: P :: ( b'd X de': FD' X D'C) 
( B'C: b'c ) , cioè ( yd: FD' ) ( dò': D'C )( FC : A'c ), 
e finalmente :: b*d : B'D' (*) , vale a dire come R : 
cos* a A'M • 



(*) Teg. là Noe. alla def. A dal ìib. V. mIU ipMfU adizioati 
da' wùm JBUaNBti ili Gaametna . 
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£ la^ stessa di mos trazione si potrebbe applicare aov 
che air iperbole . 

355. Scoi, ^el presente lemma vi si oontienr cor 
me un caso particolare V altro recato nel n. 196, 

PROF. CXV. Pa(tBL. 

356. ConstruLre t intcr$e%ion» di * un àlimdraide 
con un piano qualunque . 

Un tal problema , cbe » come si Yeà% , i pn caso, 
del problema generalmente proposto pe* solidi di ri- 
voluzione nel Cap.I!K 1», 190 può, per la specialità di 
questo solido y restar più elegautemenie construito nel 
seguente modo 

Sia IQK (yff*io4) H piano segante il cilindroide 
RQP/^r, e la curva d^intersiszione IQK si voglia pro^ 
iettare sopra un piajio Plp perpendicolare ali* asse 
del cilindioide • 

Si determini l' asse QO di quella curva ( 34> ) » ^ 
quindi il suo vertice Q , del quale ne sia f la projezior 
ne corrispondente nel piano Plp , e quindi qti quellii 
ieìy asse. Ed essendo dato di sito il piano segante IQK>. 
sarà pur dato V angolo ìa cui inclinasi ad esso }' asff 
del cilindroide, e quindi T altro deirinclinazione di untai 
piano a quello di projezioiie, cioè V angolo QOq . Laoi^ 
de sarà data la specie della curva IQ& (34^) > ^ perciò 
quella della sua projezione (354) 9. della qu*l^ ne sari 
anche noto il parametro ; quindi essa si potrà facil» 
piente descrivere intorno ali' asse qO , e col vertice q, 

357. Scoi. Se il piano segante fosse stato perpen- 
dicolare all'asse , sarebbe&i all'istante construito quel 
cerchio eh' è V intersezione di un tal piano colla super- 
ficie del ciUndroide , ed il quale ba per raggio la peir*. 



/ 
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^endicolart clie dal punto ove ^el piano incontra la 
generatrice della superficie curta suddetta , si abbas- 
serebbe suiP asse della superficie stessa . Cbe se poi il 
piano segante passasse pet* lo centro C del cilindroide, 
inclinandosi aU* asse AB di questo in un angolo eh* è 
Coroplemeata di quello in cui la generatrice YX sMn- 
dina al piano orizzontale PIp ; in un tal caso I* in- 
tenexione di quel piano' Colla superficie del cilindroi- 
de sari sappresentata da que'Iati di questo solido cbe 
iacontratto il piano orizzontale in que^ punti ne* quali la 
traccia orizzontale del piano segante intersega la cir- 
conferenza del c^chlo Vip . 

PROP. CXVI. PROBL. 

35 S. Per una retta data condurre un piano ian^ 
gente uria data superficie di r^oluxione intorno ad un 
asse verticale • 

Sia a ( fig, 108 ) la projezione orizzontale data 
deir asse della superficie di rivoluzione , Ala la proje- 
zione verticale dello stesso , dp^r la curva genera- 
trice della superficie di essa ^ e bc ^ b'c rappresentino 
le due proiezioni della retta di sito, per la quale vuol 
condursi il piano tangente . 

Dal punto a si abbassi sulla bc la perpendicolare 
ad , che sari la projezione orizzontale della minima 
distanza tra 1* asse della superficie di rivoluzione , e la 
retta data dì sito , ed essa ad esprimerà anche in gran- 
dezza una tal minima distanza . Ciò posto si concepisca 
descritta dalla retta di sito la superficie del cilindroide 
intorno air asse verticale dato ( 33i) ; dovrà il piano 
tangente cercato toccare anche tal superficie in un pun- 
to della retta data ( 35l ) . Or per 1' asse e per lo 
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contatto di jqnesto piano tangente colla superficie di 
rivoluzione si concepisca passare un piano \ interae^ 
gheri ^esio la retta di sito in un punto pel quale ^ 
passa un cerchio orizzontale nella superficie del cilin* 
droide : ed è cHiaro , che la tangente di questo cer» 
chiò in tal punto , e quella dell' altro che passa , 
nella superScie di rivoluzione , per lo punto di contai* 
to , debbano esser parallele tra loro ; poiché sono per- 
pendicolari allo itesso piano verticale che poc' anzi sa 
é concepito passare per V asse • Laonde il piano tan« 
gente cercato passando per la tangente del cerchio nella 
superficie di rivoluzione , e per quel punto delln tan- 
gente dell* altro cerchio nella superficie del cilindroide^ 
eh' era nella retta data di sito ; dovrà passare anche per 
questa tangente ( 3a ) • Dal che si rileva , che quel 
punto d' incontro del piano verticale colla retta di sito 
sia il punto ove il pia^o tangente condotto per que* 
sta alla superficie di rivoluzione data , tocca anche 
quella del cilindroide . Finalmente é chiaro che quel 
piano verticale per T asse debba intersegare U superfi* 
eie di rivolfUzione data nella sua generatrice , la superfi- 
eie del cilindroide in un iperbole (34^)) ^ finalmente il 

?dano tangente queste due superficie curve in una retla^ 
a quale dev' esser tangente comune a quelle due curve» 
Or poiché qualunque piano conducasi per 1* asse 
della data superficie di rivoluzione segna in questa so» 
perfide , ed in quella del cilindroide sempre le stesse 
curve generatrici , ed in identico sito \ perciò sul piano 
di projezione verticale si prenda dal punto e sulla ret^ 
ta ed[ , eh' è la projezione verticale della ininima distan- 
za tra queir asse e la retta di sito la eV uguale alla ad^ 
cioè alla minima distanza suddetta , e poi col semiasse 
primario er\ e col secondario quello che si ottiene nel 
Aodo descritto nel n. 343 si descriva l' iperbole conica 
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grf\ sari questa la generatrice del cilindroide • FinaU 
mente a siffatta iperbole ed alla curva dip si tiri la 
tangente comune g'i , o anche più d"" una /sersi^pùò: 
dinoterà il punto i quello da cui si descrive la circon«- 
ferenza del cerchio nella quale trovasi allogato il con- 
tatto del piano cercato colla proposta superficie di ri< 
Toluzione ^ g sarà 1* altro punto da cui si descrive la 
ciròonferenza dell* altro cerchio nella superficie del ci* 
lindroide, in un punto della quale è questo solido toc- 
cato dal piano stesso , e la perpendicolare grì alla È! a! 
ne sari il raggio . Laonde se per a si tiri la a/* parallela 
alla LM , e che dal punto g si abbassi sulla LM la per- 
pendicolare indefinita gGgj e finalmente col jcentro a 
intervallo ag si descriva il cerchio gh , sarà questo la 
proiezione orizzontale del poc' anzi detto ; e quindi 
il punto h ove la circonferenza gk intersega la ret- 
ta cb sarà la projezione orizzontale dell' intersezione 
del piano in cui si trova il cerchio projettato in gh colla 
retta di sito data , cioè del punto di contatto del pia- 
no tangente cercato colla superficie del cilindroide . 
Adunque la retta ah sarà la traccia orizzontale di quel 
piano per 1^ asse che passava pel punto di contatto 
suddetto , e per V altro dello stesso piano tangente 
colla superficie di rivoluzione : che perciò la projezione 
orizzontale di questo punto dovrà cadere nella a/i ; ma 
essa deve anche esistere nella circonferenza ik descritta 
col centro a , intervallo uguale ad it' : quindi una 
tal projezione sarà dinotata dal punto k \ e perciò ab- 
bassandosi da k sulla LM la perpendicolare fino alla 
ti\ sarà k* la corrispondente projezione verticale di 
quel punto di contatto , ed il presente Problema si 
sarà ridotto al già risoluto nella Prop. LV. (tSg) di 
questo Trattato • 

a8 
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359. ScoL La «oliUBone recata al precedente Pro- 
blema , sebbeae fondata sugli stesii prìncipi che cpiella 
del Sif . Monge ( pag* 56 n. 47 Geometrie J)escriptive ) 
è però più elegante di questa , in cui ai ha bisiogno di 
construir per punti T intersezione del plano per 1' aase 
colla superficie del dlindroide ; ed inoltre la citata so- 
luzione del Monge ayeva bisogno di esser rischiarata 
moltissimo ne^ principj che costituiscono i passaggi del* 
la constrazione di essa , senza di che sarebbe restata 
oscura , e come fondata su principj arbitrariam«nte 
assunti. 
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e A P. XVIII. 

/ 

CoHSIDEKABlOin GESERlLl SULLO SflL^rPPa 
MLLS tunSRriCIE CVRTE . 



360. D^. JT/JT. Una superficie curv^ si diri svi^ 
tuffata se essa siasi distesa in un piano , in modo clie 
le sue parti né restino interrotte , né alcuna di esse 
copra un* altra • 

36 1. Cor* Si ritera da ciò che la superficie curva 
sviluppata deve esser precisamente della stessa grandes* 
sa eh* era prima dello sviluppo . 

36a. Scoi. Ij oggetto di tjuesto sviluppo è il poter 
disegnare più facilmenite , e più comodamente le currè 
che si erano segnate sulla superficie sviluppabile ; é 
può anche talvolta applicami convenevolmente alla so- 
luzione di alcuni Problemi , del che né daremo xu^ 
saggio in appresso . \ 

PROP. CXVn. PROBL. GENERALE- 



363. Esaminare le condiidoni geometriche dello e^i^^ 
lappo dette superficie curve ^ 

Da^ primi Elementi di Geometria è noto , che si 
possa sviluppare la superficie di un prisma o di una 
piramide , non considerandovi le Basi ; e che non sia 
altronde sviluppid>ile la superficie di un qualunque 
poliedro . Or estendendo un poco la condisione che 
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rende eseguìbile lo sviluppo de' due sopra indicati solidi 
si vedrà , che se in un piano si conducano le rette AB, 
AD , CF , £G ec. (Jig, 109 ) , le quali s' incontrino due 
a due in A 9 C , E , ec. , si potrà sempre immaginare 
che rivolgendosi lo spazio angolare indefinito DCF 
intorno ad AD si ponga ad angolo coir altro BAD ; 
che similmente rivolgendosi lo spazio angolare FEG 
intorno ad EF si ponga ad angolo con DCF , e cosi 
in seguito ; sicché dair insieme di tutti questi spazj 
BAD, DCF, FEG, ec. si verrà a rappresentare una 
superficie indefinita compresa da piani, che sarà svi- 
luppabile . Adunque la condizione geometrica perchè 
sia sviluppabile una superficie composta da piani è 9 
come si rileva dal già detto , che questi sieno in« 
definiti al meno per un verso w Or se , per la nota 
legge di continuità , dalla superficie del prisma si 
passi a quella del cilindro ^ dalla superficie della pira- 
Diide a quella del cono ; e dair ultima superficie 
poc' anzi descritta si passi a quella superficie curva 
rcttilatera la quale da essa , per V anzidetta legge , si 
deriva , si potrà conchiudere generalmente , che : Sarà 
sviluppabile una superficie curva ^ se essa sia indefiniia 
al meno per un verso , ed i suoi lati convergano V uà 
con V altro . 

354. Coni, Adunque non sarà sviluppabile la super- 
ficie di una sfera , e quella di un qualunque solido di 
vivoluaiione , e ciò era già noto dagli Elementi ; ne sa- 
rebbe sviluppabile una superficie pJectoide qualunque. 

365. Cor. a. Allorché, per la legge di continuità, la 
auperficie sviluppabile rappresentata nella fig^ 109 di- 
viene una superficie curva , allora le AC , CE , EH, ec 
costituiranno una curva a doppia curvatura segnata net- 
la superficie sviluppabile suddetta ; «d i lati AD , CF, 
£G| ec« di quella essenido i prolungamenti degli ar-> 
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chetti AC , CE , EH , ec. rappresenteranno le tan« 
genti di tal curva in A , C , E , ec. 

366. ScoL Le condizioni dello' sviluppo delle superfi* 
eie si possono in più modi determinare. Noi qui ci sia- 
mo attenuti a quello primordiale che la 6eometi*ia som- 
ministra ; ed altrove imprenderemo a rinveuirle per le 
vie delt Analisi moderna , e col risolvere il seguente 
Problema : Ritrovare V equazione generale per tutti que^ 
solidi la superficie de* quali può spiegarsi in un piano. 
Su di che si potrà per ora consultare la dottissima Me- 
moria deir Eulero , inserita ne voi. xvi. de* nuovi Atti 
deir Accadfuma di Pietrphurgo . 

PROF. CXVIIL TEOR. 

367. La tangente di una curua segnata su di una 
superficie sviluppabile comprende^ sullo sviluppo di que* 
sta , con i/uel lato che passava per lo contatto , lo stes* 
so angolo che vi comprendeva prima dello sviluppo • 

Imperocché si supponga un tale sviluppo eseguirsi 
precisamente su quel piano che passa per la tangente 
e pel lato suddetto, e che perciò tocca quella superfi- 
cie curva nel punto di contatto proposto ^ sarà mani- 
festo che allor quando un tale sviluppo si sarà effettua- 
to j non avranno sofferta alcuna alterazione né quel lato 
né quella tangente , perche esistevano già nel piano 
dello sviluppo • Adunque, é chiaro che non dovrà mu» 
tarsi r angolo eh' esse rette comprendono • 

368. Scoi. Essendo facile il determinare V angolo 
che la tangente d' una curva segnata su di una super- 
ficie sviluppabile comprende col lato che passa per lo 
contatto y si vede in qual modo si potrà determinare^ 
sullo sviluppo di questa superficie , il sito che vi pren- 
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de quella tangente . E ciò generalmente assegnato ci 
rispaimia di proporre particolarmente ne^ aegnenti pro- 
blemi siffatta determinazione . 

PHOl>. CXIX. PROBL. 



36^. Sviluppare una data iuperficie eUtndriea \ e 
rappresentar poi su questo sviluppò una curi^u data su 
di essa • 

Prendaé! per piano di projeaione orizzontale im 
piano, che seghi ovunque la superficie proposta perpen- 
dicolarmente alla sua retta generatrice ; sari questa ^ 
in tutte le sue posizioni , perpendicolare alla curva 
d' intersezione da un tal piano segnata sulla superficie 
cilindrica . Ciò posto , si esponga una retta indefinita 
PZ ( fig. 1 10 n. 1 , e 3 ) , e da un punto di essa P 
si ascindano le PQ , QR , RS , ec. respettivamente 
uguali alle parti eh , hh\ Uhi' ec. di quella curva , in- 
cominciando da un suo punto qualunque , e neir ordi- 
ne come si sono indicate , finché si ritorni al punto 
stesso , cioè finché la retta PY sia uguale alla cur- 
va chtc • Da? punti P , Q , R , ec. si elevino sulla 
PZ delle perpendicolari indefinite , che rappresene, 
teranno » sullo sviluppo della superficie cilindrica , la 
retta che la genera nelle posizioni e , A , &' ec. ; e 
troncate da esse le parti P^ , Q^ , Rr , ec. uguali respet^ 
tivamente alle altezze orizzontali di que' punti dell' in- 
tersezione data in essa , i quali trovansi nella genera- 
trice che pa^sa pe* punti e , A , h\ ec. cioè a dire 
Uguali alle rispettive Ce* , Ti , ec. la curva pc/rs che 
passerà per tutti questi punti p , ^ , r , ec. in tal mo- 
do determinati , rappresenterà quelP intersezione dise- 
jgnaik sullo sviluppo della superficie cilindrica. 



370. Scoi. Si tiri da un pimto m ad un altro n^ 
presi sullo sviluppo della superfide cilindrica, la ret- 
ta mn i è chiaro clie questa dovrà intersegare le Pp , 
Qf , Rr, ec. , che rappresentano ì Iati della superficie 
cilindrica sullo sviluppo di essa , in uno stesso ango- 
lo . Or siccome non cambiasi sullo sviluppo di una 
superficie cilindripa , né V estensione di ipiesta , né 
quella di una curva in essa esistente , né ^nalnien- 
te la posizione - rbpettiva di tal cunra coUn genera- 
trice di quella superficie in tutte le posizÌQni che t^l 
generatrice h^ nel descriverla ; é chiaro perciò , ch^ 
quella curva sulla superficie cilindrica , eh' è dinotata 
nello svìluppQ di questa da una L'nea retta , deve in- 
tersegare tutt' i lati del cilindro sotto lo stesso an- 
golo . £ld al pontrarip ogni volta che una curva se- 
gnata su di una superficie cilindrica fa cp* lati di que- 
sta lo stesso angolo » cioè eh' essa é un^ elica ^ dcMrri 
ftullo sviluppo di quella Superficie venir espressa da 
una linea retta • 

Qò p05to ,. poiché la retta mn è la più hreve di 
quante postomene condurre dal punto m air altro n , e 
eh* essa dinpta unn parte di un' elica sviluppata j ne 
segue anche dal già detto , che la più hreve via per 
andare in su di una superficie cilindrica da un punto 
ad un altro ria l'arco dell'elica che attraversa. que* 
due punti. 

E ciò che in ultimo si é detto in questo Scolio 
potrà di leggieri estendersi alle superficie coniche , ed 
in genemle a tutte le superficie sviluppahili , cioè , che: 
JhUie le volte che un arco di curva in taluna di esse 
segnato si sviluppi in una linea retta , dovevasi da fuf/* 
lo rappresentare la pia corta distanza in eu tal super* 
fide curva tra que^ du$ punti ^ n^ P'^n? gH §^frfmi * 
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PROF. CXX. PROBL. 

S^L Si^ituppare una superficie conica a hase quà^ 
lunqué , ed indi segnare su tale sviluppo una linea cur^ 
va data in essa. 

Si cohstruisca V intersezione della proposta superficie 
conica con un^ altra sferica concentrica (p.LXX. cas.i\)j 
è evidente clie tutf i punti di quest' intersezione essen- 
do equidistanti dal vertice della superficie data , debba- 
no trovarsi sullo sviluppo di essa ad uguali distanze da 
quel punto eh' esprime il vertice , ed esser perciò allo- 
gati in un arco circolare descritto con un raggio uguale 
a quello della sfera y e nel quale il centro dinota il ver- 
tice della superficie conica nello sviluppo di essa . Or 
sia T ( fig. 6 1 n. 2 ) il centro di quest* arco indefinito 
XYR, ed X dinoti un punto preso in esso , e corrispon- 
dente air altro suU* intersezione delle due superficie co- 
nica e cilindrica , eh' è projettatp in A: , A' {/ig.^i ), e 
dal quale si voglia incominciare a ridurre su quell'arco 
circolare questa intersezione . Per ciò eseguire bisogna 
che prima essa si privi di una delle sue due curvature, 
sviluppandola , cioè , in un piano . Ad ottener questo , 
. si sviluppi quella superficie cilindrica verticale , che ha 
per traccia la proiezione orizzontale di siffatta intersezio- 
ne 9 e sulla quale questa esiste , e poi si rapporti su di 
un tale sviluppo tal curva' stessa , eh* era segnata sulla 
superficie cilindrica , e su quella della sfera e del cono; 
perderà cosi essa una delle sue due curvature ; e tal linea 
in questo 'modo disegnata nel piano , sia rappresentata 
dalla x^ìfuz (^fig,6i n.a, e n. 3 ). Ciò posto si ripieghi 
siffatta curva suU' arco XYR , vale a dire si porti , per 
esempio /l'^arco xy' di essa , parte a parte , da X in Y 
sull' arco circolare XYR ; il punto Y sari sulla superfi* 
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de conica sviluppata : ed attorcile T intera coTTa xyifut 
à sarà ripiegata suir arco XYZ , T intero settore XYZT 
rappresenterà lo sviluppo dèlia proposta superficie co- 
nica . 

Finalmente se su. ciascnn raggio TV (fig. 6i fi.^ ) 
si p^nda un punto V il quale disti dair altro T , per 
spianto è distante dal vertice A della superficie coni- 
ca proposta cpeì punt^ della curva d* intersezione in 
essa segnata , il quale trovasi in quel suo Iato , che 
vien dinotato dà TYV sullo sviluppo ; la curva che 
passerà per tutr i punti ▼ in simil modo determinati 
dinoterà la curva segnata sulla superficie conica rap- 
portata sullo sviluppo della stessa • 

373. ScoL Se la superficie conica che si vuote svi- 
luppare fosse quella dì un cono retto a base circolare; 
in un tal caso la curva d' intersezione di essa colla su- 
perficie sferica concentrica sarebbe nn cerchio parai- 
Iella alla sua base . E siccome il ra^o di questa sfera 
può prendersi ad arbitrio , sarà perciò conducente , 
nel presente caso , di prender per esso il lato di un 
tal cono ; perchè cosi la curva d* intersezione sarà di- 
notata dalla^àse stessa , o sia dalla traccia orizzonta- 
le della superficie conica • Ciò posto se nella circonfe- 
renza del cerchio descritto con un raggio TX (Jig'6i 
n. 1 ) quanto il lato del cono dato si prenda T arco 
XYZ uguale alla ctrconièrenza della base di esso (^144)» 
il settore XYZT dinoterà lo sviluppo deUe superficìo 
di un fid cono. 
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LEMMA 

3 7 3. Se i diametri di due ^micerchi si dividano 
proporzionalmente ; le semiordinate condotte pé* pun^ 
il delle divisioni diyideranao anche proporzionalmente le 
semicirconferenze • 

Sìeno ACB , acb (^fig> 1 1 1 ) due semicerchi descritti 
co^ diametri BA ^ ba , e questi sieno divìsi proporzio- 
nalmente in E , e ; sarà BE : EA ZI be : ea ^ e quindi 
componendo , poi prendendo le metà degli antecedenti, 
e finalmente convertendo stari AD : DE II ad : de ^ 
ossia CD: DE II ed : de II che perciò i triangoli CDE, 
cde saranno simili ( 7. ▼!• )y ® quindi V angolo CDE sarà 
uguale all' altro cde , e ^1 rimanente CDB al rimanen* 
te cdb . Ma V angolo CDB sta all' altro CD A , come 
r arco BC air arco CA 4 come pure sta V angolo cdb 
air angolo cda , come clh^^^i ca . Adunque starà BC : 
CA ;; bc : ca . 

L E M M A IL 

374. La semiellisse DHB {fig.112) che A^ien segnata 
sulla superficie del semicilindro DAMBC da un piano 
perpendicolare al rettangolo DABC , condotto per la 
diagonale DB di esso , divide la semicirconferenza FHG 
prodotta sulla stessa superficie cilindrica da uà piano 
parallelo alla base , nella stessa proporzione nella quO" 
le il diametro CF di questo divide la semicirconferen" 
za DEA descritta sul lato I)A del semicilindro j e nel 
piano del rettangolo , cioè sta FG : FH 1 1 DA : DE . 

Imperocché 8Ì conduca per K la RL parallela alla 
DA , per L si ordini nel semicerchio AMB la LM , 
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e si congiunga la KH , che sarà perpendicolare al piano 
del rettangolo DABC , perciò parallella alla LM , e 
quindi uguali gli archi AM , FH . E poiché AD : DF 
;: BA : FK o AL ', starà anche AED : DE :: BMA : 
AM {lem.prec. ), cioè :: FHG: FH. 

'6']S. ScoL Dimostrandosi similmente che stia fh : 
fhg , o FHG :: De : DEA j starà per ugualità , /* : 
FH :: De: DE. 

PROF. CXX. PROBL. 

376. Dividere un arco o pure un angolo dato in 
data ragione. 

TERZO METODO PER MEZZO DELLO SVILUPPO DI V^À SUPER- 
FICIE CILINDRICA . (*) 

Si sviluppi la superficie di un semicilindro DAMBC 
{ Jtg' iia ) segnando inoltre su tale sviluppo la se- 
miellisse DHB eh* era in essa \ e sia un tale sviluppo 
rappresentato dalla figura ii3, nella quale sia perciò 
ab uguale alla semicirconferenza AMB , ad == AD , e la 
curva dTQb rappresenti la semlellìsse DHB sullo svi- 
luppo della superficie del semicilìndro , ctoè stia QS : 
SR II m: n. Or si descriva sulla ad il semicerchio 
aed , nel cui centro O si costituisca T angolo dO^ che 
sia quanto il dato P , poi per N si tiri la QNR parallela 
alla bcj la quale si divida in S nella data ragione di m : 
n . Per S si conduca la ST parallela alla ady e final- 
mente per lo punto T ove questa parallela incontra la 
linea hTd si conduca la TXV parallela alla ba , e tal- 
parallela incontri in X la semicirconferenza aX.i , con- 



(*) Si riscontrino gli altri dae nel Cap.XIIL d^l n. tt^o. *1 s43- 
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giunta la OX , questa dividevi il dato angolo <I0N 
nella ragione di m : n , cioè starà jNX: XD I: ut: 
» . Imperocché sU QR : TV, o SR :: Nd : dX (375), 
e perciò divideodo QS : SR , cioè m\ n \\ KX : X^ , 
o come r angolo NOX all' altro XO^ • 
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C A P. XIX. 

Nuovo METODO DEL SIC. FERGOLA PER RI80LTERB Al.C1Jjri 
nOBLEMJ DI SITO , DETTO DI COET^RSlOirK'* 



377. Questo nostro insigne Geometra , il coi genio 
per le Matematiche rendendolo superiore alle difficoltà 
di queste Scienze , lo fece essere il suo stesso precettore 
in un paese ove fino alla sua epoca mancava una buo* 
na e completa istituzione in tali facoltà » essendosi di 
buon ora accorto della difficoltà de' problemi di sito , 
immaginò de' nuovi metodi utilissimi a risolverne un 
gran numero de* più restii alle ordinarie ricercbe , e gli 
propose nel 1786. e 1787. alla Reale Accademia delle 
Scienze di fresco fondata in Napoli • Or io crederei 
di far gran torto a* coltivatori de' metodi geometri* 
ci y se qui tralasciasti di recare i mezzi che in tali casi 
propone questo valentuomo , atti non solamente a 
render piii piana la strada per riuscire nel risolvimen- 
to di questi difficili problemi ^ ma anche capaci a far- 
ne rinvenire y ove vestigio alcuno non sembrava mai 
che ne fosse , ed a sottoporre ancora al vasto dominio 
dell' Algebra questa famiglia di Problemi che sembra- 
va esseme refrattaria • Io dunque , senz' altro fare y pre- 
senterò in questo Capitolo del preaente Trattato un 
breve estratto de' principi da lui esposti neUa prima 
delle suddette Memorie , e poi nel seguente recherò i 
principali di que^ problemi di sito che trovansi con tal 
suo metodo risoluti nella stessa Memoria , ed in im 



a3o GEOMVTJtlà DI SITO. 

mitra clie le Tien dopo . E negli altri due Capitoli Aop& 
i già delti proporrò altre sue ricerche su questo stesso 
importante argomento • 

3yt. Il nostro autore primieramente rapporta a 
tre principali generi i problemi di Sito , riferen* 
do al primo di essi cpie* problemi ne* quali una ffran^ 
dezta data %fuoUi con un certo sito adattare entro 
pia linee date di posizione : Al secondo poi quegli al- 
tri ove la grandezza da adattarvisi non sia data che di 
sola specie . Ed al terzo finalmente egli riduce que* pro- 
blemi di sito cbe non si appartengono ad alcuno de* 
due generi precedenti . Ed una. tal distinzione è già 
di gran vantaggio neir intraprender la soluzione di uno 
de* problemi di quest* estesis^ma famiglia , e nell* adat- 
tarvi il suo metodo. 

379. Premessa tal distinzione , per riguardo a* primi 
due generi di Problemi di Sito egli propone il se- 
guente metodo , che chiama giustamente 

PRINCIPIO DI CONVERSIONE. 

Quando una grandezza data si vuole adattare con 
un certo sito fra pia linee date di posizione , un tal 
problema resterà legittimamente risoluto , se vicende^ 
volmente riuscirà di adattare alla grandezza data quel^ 
le linee ^ che con essa ottenendo il sito addi/naridato , 
serbino pur anche tra loro la data posizione. 

380. Un tal principio di conversióne non solamente 
Té il fonte onde risolvousi facilmente coli* antica, o pur 
colla moderna analisi moltissimi problemi di sito , co^ 
me tra poco faremo vedere ; ma 1* è anche fecondo del 
riducimento di tali problemi a pochissimi problemi 
cardinali che per tal ragione egli chiama acconciamente 
Porismi , e che sono i seguenti • 
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PORISMA I. 

38 1 . Dati i due circoli EQF, EQAD {fig. 114.11.1 .), 
•he / interseghino in E ^ Q'^ tirare per lo punto E la 
tegante ECA , sicché CA parte di essa che resta fra 
gli archi QC , QA y pareggi la retta M . 

Ahalisi geometrica. 

S^ inteu^a tirata la segante ECA clie si addimaiida; 
e s' intendano eziandio condotte le rette AQ , CQ , 
che uniscano V altro punto Q cogli estremi A e C della 
parte richiesta . Ciò posto 

Essendo dati di posizione , e di grandesxa i cir- 
coli FQF , EQAD che s^ intersegano , sari data la ret- 
ta QE che congiugne le loro sezioni Q ed E : onde 
sarà dato non meno T angolo QAC , che V altro QCE, 
e quindi QCA conseguente di questo • 

È pur data la base AC dei triangolo AQC , ohe 
dalle condizioni del prohlema deve pareggiare la ret- 
ta M • Adunque esso triangolo AQC è dato di specie 
e di grandezza : quindi sarà dato di grandezza sì il 
lato QA , che T altro QC \ ed il prohlema sarà risoluto. 

PORISMA II. 

38a. Llata di posizione la retta DE ( fig. 11 5. ) 
e ^ circolo ANB , e dato di pik il punto A nella sua 
periferia'^ applicare tra essa retta e Parco Polirà ret» 
ta BC , che sia uguale ad Mj e eongiw^a X* AB sim^ 
P angidg ABC uguale al datQ JT. 
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ImperoccLè si unisca la AG , e si tiri per G la 
GN parallela alla BD, sari, per la natura dell' iperbo- 
le , FD : AC :; AB : DG , doè , sostituendo alla ragio- 
ne dì FD : AC V altra uguale di FC o BA : AE , sarà 
BA : AE : : B A : DG . Adunque AE è uguale a GD ^ 
e perciò la figura EAGD è un parallelogrammo | ed 
ED uguale ad AG , cioè alla retta data M . 

384. ScoL II cerchio KGL deve necessariamente 
intersegare T iperbole GA^ in un altro punto g per 
mezzo del quale si otterrà V altra delle due soluzioni 
sempre possibili del problema proposto, rappresenta- 
ta in figura dalla Cd^ . Ed allorché la retta data M 
sarà di tal grandezza , che quel cerchio debba inter- 
segare anche V iperbole GA'g opposta alla G A^ , di- 
verranno anche possibili gli altri due casi di questo 
problema solido ^ propriamente di quarto grado , i 
quali daranno una retta quantp la data M adattata per lo 
punto G tra i lati dell' altro angolo FBA conseguente 
del dato ABD. ) 

Caso II. del PokisiiàII: 

385. La retta DE non incontri il circolo dato 
NBA (/ff.08). 

S ojlhz I o Ks 

Si calino dal centro Q, e dal punto dato N ( Fed, 
tanni, georrtn del cas. i. ) le perpendicolari QR , KP 
sulla medesima DE , e congiuntavi la retta CQ si tiii 
per C la tangente CS. Ciò posto sìa 

CS» = ft»4jp*— ^* 

NC X CB=/V ( a'-H (c+r)*) 
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£ dovendo essere per la natura del cerchio 

NC X CB = CS- , sarà 

/V(a'+(c+x)-) =** + ^*— f* 
Or pongasi I j^^ = a* + ( e + x )• , 

n' emergerà II /y = x* -f- A* — y* , 
e di queste due locali quella n.* I si appartiene ali* iper- 
bole parilatera di cui ciascuno de' semiassi conjugati è n, 
0-^x0 V ascissa dal centro presa nel semiasse seconda- 
i-io , ed jr la semiordinata corrispondente . E 1* altra si 
riferisce alla parabola in cui il parametro principale 
è /*y r ascissa^ è presa sull^asse da un punto che disia 
dal vertice per una retta uguale alla quarta proporzio- 
naie in ordine ady*, (f ^^bj g-j^b : e finalmente n' è x 
la corrispondente ordinata. 

Che se dalla prima di tali locali se ne sottragga il 
doppio della seconda , n* emergerà V equazione 

III y* — sij$r = — x»+ acx 4" «•+c'+**'* — ^** > 
eh' è al cerchio in cui il raggio è V(a*+/'+ac*+2^*— 
aé* ) , X — e r ascissa dal centro , edj^>— ^la corrispon- 
dente semiordinata. E quindi combinando la locale di 
quesr e<|uazione con quella della seconda , si troverà 
il proposto problema convenevolmente construtto colla 
combinazione di un cerchio e di una parabola. 

P O R I S M A III. 

387. Datò i due oireoU BKT , FAH {fig. 119), 
eH puhto F nella periferia di questo , adattare tra le 
dette periferie la retta A9 , che 4Ìa uguale alla data 
M y e congiuntaci la FA sia dato P angolo FAB . 

Ah A LISI 0« OH ETNICA. 

I centri G , D de' due circoli dati si congiangano 
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per la CD , che sì proliins^lii in E ; di poi si uniscaùo 
)e AE , AH , le quali si prolungliino indefiDilamente 
in X 9 Y , e col centro B , intervallo £D si descriva 
il cerchio DKR . 

E poiché è dato I* angolo FAB , non meno che 
r altro FAE , sarà pur dato 1' angolo E AB : ma è fra 
di loro data la retta AB , e V angolo retto EAH ; sa- 
ranno dunque dati di posizione l'angolo EAHe'l cer- 
chio DKR . Sono anche date le rette EH , HD . Laon* 
de la risolusione del proposto Porisma si ridurrà a 
quella del seguente 

P R O B L. 

388. Applicare nélV angolo retto XAT la data ret^ 
ta EH ^ Micchi sia data la retta UD intercetta fra il 
lato AY di queir angolo , e 7 dato cerchio DKA . 

AviLisi Geometrica. 

Dal punto D si cali su di AY la perpendicolare 
1)N ; e per gli triangoli simili AEH, Hl\D sari EH : 
HD :: AH : HN ; ed ED ; AN :: HD : HN , e quindi 
ED* : AN» :: HD* : HN* . Laonde convertendo e per- 
mutando quest* ultima analogia sari ED* : HD* : : ED* 
-*AN* : DN* : che perciò Ugliandosi da AY la AP 
uguale alla ED , e prolungandosi XA in Z , sicché AZ 
uguagli HD, sari AP* : AZ* :: AP* — AN" : DNV 
Adunque il punto D apparterri all'ellisse descritta co' se- 
miassi AP , AZ ; e le intersezioni di questa col circo- 
lo DKR determineranno le posizioni della retta ED » 
che soddisfa alle condisioni del Problema . 
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PROBLEMA GENERALE 

389. Indicare le leggìi del metodo di conversione , 
onde risolvonsi i problemi di sito del primo genere 9 ^ 
f ueiii del secondo • 

Paitb I. Allorché si propone di adattare una gcai^ 
dezza data tra più linee date di sito , converrà proc- 
curare di circonscrivere a tal grandezza quelle linee 
in modo che le conservino il sito addimandato 9 e sie- 
no quivi disposte come sono date nel problema • Al 
che ottenere • 

I**. Si osservino diligentemente i luoghi che nasco^ 
no dalle posizioni di quelle linee , che voglionsi cir- 
conscrivere alla grandezza data . Ed essi saranno or* 
dinariamente o rette , o archi di cerchio • 

II*. Si vegga di più se per menare a fine questo 
problema converso basti determinare le sole sezioni 
de^ mentovati luoghi ; il che non di rado addiviene 
ne^ problemi fiicillssimi di tal genere . 

^11*. E se ciò non basti , riflettasi attentamente 
sulle posizioni delle linee proposte nel problema , af- 
finché la soluzione del problema converso si riduca a 
situare in mezzo a due circoli , o ad una retta ed un 
circolo un^ altra retta data | con un dato sito . 

Pabtb II. Che se la grandezza proposta ad adat- 
tarsi tra più altre date sia di sola specie , il qual caso 
comprende lutti i problemi di sito del secondo gene- 
re (376) , allora 

I*. Si proccuri di circonscrivere alla grandezza 
data di specie le linee che le serbano il sito addiman- 
dato nel problema , e che quivi fra loro ottengano una 
posizione simile a quella y onde in esso sono proposte. 



a3S «BOVETaiA yi SfTO. 

n*» Conosciutasi la ragione che serbano le parti 
di queste linee tagliate dalla grandezza che dentro di 
esse ne giace applicata , si saprii la ragione che do- 
Tnmio 9trere gli analoghi segmenti delle linee date di 
'posizione ; onde di leggieri si conoscerà il modo di 
adattare entro le linee date la grandezxa data di specie. 
890. Scol^ I Problemi che recheremo nel seguente 
Capitolo serviranno di rischiaramento a ciò che si è 
qol generalmente indicato • 
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C A P, XX. 

PrOBLKIII di sito DSL PAIMO, E BEL SECOVDO CBHEM 
HISOLUTI F£l MEZZO DEL EEIUClPIO DI COETSESXOJIt 
DEL 8IG. FEEGOLA • 



PROBLEMI DEL PRIMO GENERE 



P R O B L. L 

391. Dato il circolo FAQ {fig> i3o ». 1. ) , ed 
ovunque F angolo rettilineo CNO , adattare tra i lati 
di esso la retta CO y sicché tirata per C la tangen^ 
te CA al dato circolo y sia ringoio ACO uguale al 
dato X . 

• CoiTTEBSIOZIB DEL PBOBLEMi. 

S' intenda fatto \ angolo ACO ugnale al dato X , 
e *I lato CO uguale alla data retta M , e si proccuri 
di adattarvi il circolo FAQ , e T angolo rettilineo CNO, 
ticchè serbando fra loro quel sito onde son proposti^ 
ottengano coir angolo ACO la richiesta posizione. 

SoLVZIOHB DSL PBOBLEIU DI CONTERSIOHB. 

Sulla retta co {fig. lai fi. 1 , e a ) uguale alla data 
M si formi il segmento circolare cno capace deir ango- 
lo CNO ; sari V arco cno il luogo de' vertici di tali 
angoli • Di poi li conduca la retta fi parallela al lato 
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ac deir angolo aco uguale ad X , che disti da esso per 
una reità uguale al raggio FA del dato circolo . E sari 
tal parallela il luogo de' centri de'cerchi uguali ad FAQ, 
c^e tocchino tutti la retta ac . 

Ciò posto , perchè il centro F del dato circolo 
ha una data distanza dal vertice N dell' angolo dato 
ONC , ed è data eziandio V inclinazione della congiun- 
ta FN al lato NC , si ridurrà il proposto prohlema 
ad applicare tra la retta // e T arco cno un' altra ret- 
ta fn y che sia uguale alla data FN , e che V angolo 
fnc pareggi il dato FNC , cioè al Porisma II. 

3o^. Cor, La stessa soluzione converrà praticare , 
se il triangolo datoCOD (fig. i^i. n.i.) vogliasi situa* 
re entro i lati dello stesso angolo CNO in maniera che 
gli angoli C ed O stiano su de' lati CN ed NO , ed il 
lato CD prolungato tocchi il circolo dato FAQ . 

S C O L. 

393. Ed un analoga conversione e soluzione potrà 
adoperarsi quando si voglia risolvere questa altro 

Problema. 

« 

Dato ovunque P angolo rettilineo CNO ( fig» i^i 
n.i e 1 ), e'/ circolo FA Q\ condurgli la tangente ACO^ 
sicché CO parte di essa che vien tagliata dcC lati del 
dato angolo pareggi la retta data M • 

Sarà anche in questo caso l' arco onc descritto 
colle condizioni di poc' anzi il luogo de' vertici degli 
angoli uguali ad N . La parallela fp alla oc distante da 
essa per la FA , sarà il luogo de' centri degl' infiniti 
circoli uguali ad FAQ , e tangenti la retta oca • Ed 
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applicando tra V arco onc e ]a retta />^ la yff uguale alla 
retta data M, e che faccia colla ^congiunta cn Tango- 
Io cnf uguale al dato CNF ( por. II ) , col centro yìu* 
tervallo fa uguale ad FA si descrìva il circolo fot/ , 
avranno questo circolo e 1* angolo onc , la posizione e 
la grandezza stessa che il circolo FAQ e T angolo da- 
to ONC ; e la retta aco soddisferà al problema : sicché 
Tolendo poi construirlo sulla figura proposta non resterà 
a far altro , che prendere NO uguale ad no , e condur* 
re per O la tangente OA al circolo FAQ • 

P R O B L. II. (*) 

394* Date di posizione le tre rette ae, ad , cf {Jlg. 
i\/^. n.i e ^) che ni sieno tra se parallele , né conven-' 
gano ad un medesimo punto , inscrivervi il triangolo 
EFD dato di specie e di grandezza , sicché gli angoli^ 
E ^ F ^ D giacciano sulle rette ae , cf , ad respetliv^a^ 
mente . 

Soluzione 

Su del lato ED del triangolo EFD si descriva il 
segmento circolare EAD , che contenga V angolo a . 
Si formi parimente sopra V altro lato £F il segmento 
EQCF , che in se comprenda gli angoli uguali ad fce . 
Indi si tiri per lo punto E la segante ECA , talché la 
parte CA che resta fira gli archi de^ segmenti costituiti 
adegui la data ca (^or.i. ii.38i ) . Finalmente si con- 
duca per C ed F la retta CF , e per A e D T altra 
AD : conserveranno le tre rette AE , AD , CF una 
posizione identica alle tre date ac ^ ad ^cf ^ ed in essq^ 
giacerà adattato il triangolo dato EFD , giusta le cour 
dizioni del Problema . 



(*) £" qatsto il Lemma XXYX. at'Frincipj llaUmatici del Ifevion, 

il 
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395» Ccft* Collo stesso artificio si scioglierà il se- 
guente problema : AdaUare tra le medesime rette 
date ae , ad , cf wC altra retta , ehe sia data di gran-^ 
dexza , e vi iien dati di ragione i suoi segmenti tagliati 
eolie medesime • 

S C O L. 

396. Si potri anclie per mezzo del precedente 
problenu e del Lemma XXIII. de^ Principj Matemati- 
ci del Newton risolverne un altro , cbe a prima yista 
sembra difficilissimo , e cbe qui appresso rapportere- 
mo , dopo di aver recato il Lemma suddetto . 

Lemma 

397. Se due linee rette AC ^ £D (^fig.i2ik) date di 
posizione sieno terminate ne^ punti A ^ B ^ ed abbiano una 
data ragione ^ e la retta CD che unisce i punti inde~ 
terminati C j D si seghi in K anche in ragion data : 
dico che il punto K sarà allogato in una retta data di 
posizione • 

Le rette AC , 6D concorrano in E , e si faccia 
fiG : ÀE :: BD : AC , ed FD sempre uguale alla data 
EG \ sarà per construsione EC : GD o EF : : AC : 
BD , o perciò in data ragione : laonde sarà dato di 
specie il triangolo CEF • Si segbi CF in L in modo 
cbe stia CK : CD :: CL : CF \ e per esser data quella 
prima ragione , e quindi la sua uguale, sarà aocbe dato 
di specie il triangolo EFL , ed il punto L sarà allo- 
gato in una retta EL data di posizione . Si unisca LK, 
« sarà anche data la ragione di LK : FD cb' è uguale 
a quella di CL ; CF ; quixuli sarà diita la LK 1 aU% 
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ijuale se si tagli la EH uguale , e congiungasi la RK ^ 
sarà un parallelogrammo la figura EHKL, ed il pun-^ 
to K si apparterrà alla retta HK data di posizione • 

PaOBt»BMA. 

398. Date le due rette AD , BN {fig.i-^i ) termi-^ 
nate rui" punti D ^ N ^ applicarvi il dato triangolo ACB^ 
'dicchi gli angoli AeB tocchino^ le date rette AD , Blf, 
e condotta per lo terzo angolo C la fetta FC3f in mar- 
niera che i segmenti FC ^ CMsieno nella data ragione^ 
in data ragione stia pure FD : MN . 

Essendo data la ragione di FC : CM , non meno 
die 1' altra di PD : MN , il punto C , ove la retta FM 
che soddisfa alla seconda delle condizioni esposte nel 
Problema , resta divisa in data ragione , dovrà trovarsi 
allogato in una retta CQ data di posizione (/e/n.prec). 
Adunque il proposto problema si ridurrà ad adattare 
tra le tre rette date di sito AD , BN , CQ il triangolo 
dato ABC , cioè , come si era già indicato ( 3g6 ) a 
«juello che si è risoluto nel n. 3g{. 

P R O B L. III. 

899.17^/0 di posizione Vangolo rettilineo TAZ {fig, i a/f) 
ed il cerchio BDR , aditttare tra essi il dato triangolo 
FfTD , sicché l* angolo F sia nel lato XY di qnelt an- 
golo , t altro H nelV altro lato VZ , e finalmente il 
terzo D nella circonferenza del cerchio data . 

Soluzioni 

Siasi adattato un tal triangolo nel modo proposto^ 
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i quali toccano sempre respettivamente le rette BC y 
UE . Finalmente si concepisca descriversi col centro 
A intervallo AD il cercliio ADK , che sarà il luogo 
de* centri D de' circoli DKM die passano sempre per A. 
Or essendo date di sito le rette XY , VZ e'I cir- 
colo ADK 'j e ritroTando^i il dato tiiaugolo DFH si- 
tuato in modo , clte gli tm^li del* medesimo F , H , D 
toccano respettivamente le suddette linee ; U presente 
problema ridurrassi ad : Adatiare il dato triangolo FHD 
tra le rette di sito XY^ F2 eH circolo ADK dato an^ 
che di sHo e ài grandezza , ùechè gli angoli Fy H y D 
di quello giacciano respettivamente m di esse linee y 
cioè al Probi. 111. {igg) ^ 



PROBLEMI DEL SECONDO GENERE 
P R O B L. V. (*) 



4o2. Date di posizione le quattro rette AB , ADy DBy, 
Ciy {fig* 127) applicarvi un quadrilineo simile al dato 
FGHI , sicché gli angoli F^G^H^ I giacciano su di 
esse r^5/>e/^/Vam«;nfe • 

SoLUZIOHB. 

Facciasi su di FG il segmento FaKG capiente Tan-. 
golo dato BAD : su di FH il segmento F^KH com- 
prendente gif angoli uguali a DBC : e finalmente su di 
FI r altro segmento Fcnl , che comprenda gli angoli 
Uguali al dato C • Ciò posto s* intenda tirata dal pua- 



(*) Questo Probi, è U Lemma XXVII. de' Principj Matematici 
del Newton . 
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to F la retta Fc , i cui segmenti ab , be tagliati dagli 
archi de* tre descritti circoli sieno fra loro come AB: 
BC • E questo otterrassi col seguente metodo . Essendo 
dati i punti F e K ove si tagliano i primi due segmenti, 
sarà data la retta FK , e quindi tanto il segmento FaK, 
che r altro F^K . Dunque il triangolo aKJ? è dato di 
specie ^ e perciò di ragione ub e bK : ma è pur data 
la ragione di ci a te . Quindi sari, data la ragione di 
cb a bK , e per conseguenza il triangolo cKb è ancor 
dato di specie . Laonde sarà dato T angolo bc¥i . I^er 
lo che se sopra FK si formi un segmento capiente un 
angolo uguale a bcK , che tagli V arco FcK in nn pun- 
to e ; questo punto sarà il richiesto • 

Si tiri dunque per e la retta Fc ; ed indi si uni- 
scano le rette Gad , Hbd , le ; sarà la posizione di 
queste quattro rette Foc , Gad , Hbd , le simile a quel- 
la delle date /AC , ^AD , hBD , iC . Finalmente si 
faccia ba : aF II BA : A/^ di più da : aG II DA: Ag^ 
ec. e si uniscano i punti f^gy h ^ i per mezzo delle 
rette yj^, gh ^ hij tf\ sarà il quadrilineo fghi simile 
ad FGHI 9 ed applicato in mezzo alle linee date nella 
maniera richiesta • 

P & O B L. VI. 

4o3« Date di posizione le due rette LN , LM {fig* 
128 n. i. ) , e 7 punto P fuori di esse menare alle $ot^ 
toposte rette due altre Pài , PNy che faccian seco un 
angolo uguale ad un dato , < sieno tra loro in una 
data ragione • 

SoLUtLOSB. 

Facciasi T angolo FAG (^.laSn.i e a. ) uguale al 
dato y e che i suoi lati sima noUit dftti^ cj^one.. I;Dtdi s\ 
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unisca la retta PL , e si descrlya su di AF il segmento 
circolare AKF , che comprenda angoli uguali a PLM, 
e su di F6 (retta che unisce i punti F, G ) T altro seg- 
mento FHG , tal che gli angoli in esso compresi adegui- 
no MLN . Si tiri la retta E A , e troncata AB uguale a 
PL , si menino BD , BC parallele ad EF , E6 , e si tiri 
DC. Finalmente sì taglino LM , LN respettivamente 
uguali a BD, BG, e si uniscano PM , PN : saranno queste 
nella data ragione , e comprenderanno V angolo dato . 
4o4* Scoi. Da questa soluzione si può fare facil- 
mente dipendere quella del seguente altro 

Problema. 

Poste le medesime cose del 'Problema precederti 

ie si voglian tirare dal dato punto P {fig. ia8 i»« i ) 

Juori t angolo NLM le due rette PM , PN , che 

faccian tra loro un dato angolo , e congiunta NM , il 

triangolo NPM stia alla somma dff quadraU di PM e 

di PN come R a T. * 

Ahalisi Geoxbtaiga. 

S^ intenda prolungata NP in m , sicché sia Put = 
PM • E perchè il rettangolo mPN sta al triangolo 
MPN , a cagione dell* angolo dato MPN in una co- 
stante ragione , cioè di una qualunque retta S alla ret- 
ta R ; « come R a T , cosi dee stare il triangolo MPN 
alla somma de^ quadrati di mP e di PN ; sarè per equa-- 
liti ordinata mPN : mP^-f-PN* :: S : T, e quìn^ 
di amPN : Pm* -f- PN' : : iS : T ; ed invertendo e 
componendo niN* : smPN :: T -|- !kS : dS : sarà dun- 
que data la ragione di ntN a PQ ; e quindi la ragione 
di mP , ovvero di MP a PN ; che perciò questo pro« 
)>lema si ridurrà al precedente 
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C A ?• XXL 

Di qxnC noMuaa di sito cde risolvohsi ke iibseo 

DI LEMMI • 



4o5.1Vfo1ti<!siini difTirili problemi di sito pe^qiiali nes^ 
«un sentiero conducente alla loro soluzione è rìescito ri- 
trovare j malgrado gli sforzi ed i tentativi cbe dal geo- 
metra inventore ed esercitato si sieno fatti , possono in 
agevol guisa restar risoluti per mezzo di qualche lenv- 
ma che si rinvenga all' uopo ; al che ottenere convie- 
ne ponderare attentamente or la natura del problema 
che si vuol risolvere , ed or le conseguenze che deri- 
Tansi dal suppor fatto ciò che in esso ricercasi . E sic- 
come queste tali cose o affatto , o con difficoltà grandis- 
iime si mosti*ano nella tela di un calcolo analitico ^ 
sebbene maestrevolmente eseguito : è perciò che il ten- 
tare questi tali problemi col puro calcolo algebrico , 
r iesce inutil cosa , o difficile oltremodo . Ed a ciò che 
si è detto potrà servir di prova il problema del cer- 
chio e de* tre punti proposto dal celebre Cramer , che 
più giù risolveremo , e del quale potrà leggersene la 
storia ed i tentativi fatti per risolverlo da' più insigni 
Analisti moderni negli Opuscoli Matematici della Scuola 
del Sig. Pergola, pubblicati nel 1811. 

In questo metodo di proceder per lemmi nella so- 
luzione de* problemi di cui parliamo , gli antichi do^ 
?clt*-ro oltremodo distinguersi , senza di che le CoUe- 
MÌook Mateaiatiche di Pappo non ci presenterebbero 

3a 
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ancora im gran numero di lemmi che a proposito usati 
conduconci talvolta dal più proforido bujo in pieno 
menggio , per la soluzione di molli de' suddetti proLle- 
mi , né tanta importanza troveremmo da essi data ai 
porismi dell' accuratissimo Euclide , come già altra vol- 
ta dicemmo . 

Intanto perchè ciò che qui si è generalmente in- 
dicato ognun vegga -col fatto , proporrò in questo Cap, 
alcuni problemi di Sito, che vedransi poi , nella ma* 
oiera poc^ anzi indicata , elegantemente risoluti . 

PROBL. I. PROPOSTO DAI. Caaiier 

406. Nel dato cerchio NDG ( /ig. i3o ) inscrivere 
il triangolo DEF ^ i di cui lati distesi passino pe^ ire 
fMtUi dati A j £ j C « 

Metodo del sic. Giordano 

LEMMA 

407. Se dagli estremi A ^ e B {fig> * ^^9 ) della retta 
AB data di posizione s"* inflettami ad uno stesso punto 
jy della circonferenza DEG le due rette AD , BD , e 
poi da un punto E delle loro sezioni E ed F conducasi 
la EG parallela alla data AB ^ la retta che congiunge 
r altro punto F <otV estremo G dell" anzidetta parala 
tela , dovrà sempre incontrare in un dato punto H la 
retta AB • 

Dim. Imperocché i due triangoli FHB , DAB , 
che hau di comune V angolo in B , han pure uguali i 
due angoli BHF , APB , come uguali al terzo EGH 5 
dunque sarà BF : BH :: AB : DB , e 1 rettangolo ABH 
Uguale al dato DBF . Ond€ sai^ dato U punto H . 
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AiTALisi Geometrica del Problema. 

4o8, 1°. Sicno AjB^C (fig-^io) ì tre punii dati\ 
ed EDF il triangolo richiesto . Dal punto E cunducnsi 
la EG parallela alla data AB , e vi si unisca la GF . 
Questa retta in virtù d«l L'Emma precedente dovrà pas- 
sare per Io dato punto H della AB . 

II®. Si congiunta la retta HC, alla quale si meni 
per E la parallela EI , e si unisca la IG . Anche que- 
st* altra retta dovrà per lo stesso Lemma passare per 
lo dato punto K della HC . 

III*. Ed essendo date di posizfone Te rette E6, ed 
£1 , che son parallele alle date AB , HC , sarà dato 
r angolo GEI , eh" esse comprendono : e ne sarà benan- 
che dato il suo duplo GLI , congiungendone i due rag- 
gi LG , LI , e la LK. . Il perché sarà puranche data 
r angolo LGI alla hase del triangolo isoscele GLI , e 
quindi il suo conseguente LGK . 

Dunque il Problema si è ridotto a descrfvere sul« 
la data retta LK un segmento di cerchio capiente un 
angolo dato . 

Metodo del Signor Castiglione • (*) 

LEMMA 

409. Se dal punto G (^fig> i3*i ^ preso nel diame^ 
irò prodotto AB del cerchia AFB si tiri wl esso una 
qualunque segante EG , e dal punto E y cK è una del-^ 



(*) La solnsioae del Castiglione non è in verità «1 semplice 
•«■le qoelU che qui , e negli Oposcoli.si è recata ^ a?endola sgra- 
vau di molta rioM^^e 1, ofc^.K* erano inutili. 
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le due sezioni , si conduca V ordinata ED ad un tal 
diametro] la retta DF^ che unisce t altro estremo D di 
cotesto ordinata coW altro punto F delle sezioni , do^ 
vrà sempre incontrare il detto diametro in un dato 
punto H. 

Dim. Si uniscano le rette DA , AE , AF • Ed es- 
sendo DE perpendicolare al diametro AB , sarà T an- 
golo DAB uguale all' angolo BAE . Ma l'angolo DAB 
è uguale all' angolo IIFB , poiché sono nell' stessa por* 
zione ; e T angolo BAE è uguale all' angolo BFG per 
lo quadrilatero BAEF . Dunque V angolo HFB è ugua- 
le air angolo BFG , e con ciò dee essere GF : FH 

:: GB : BH. 

» Ciò posto tirisi la HX parallela alla EF , sari 
D l' angolo HXF uguale all' alterno EFA ^ o sia ad 
» AFD , essendo gli archi AE ed AD uguali ; e per» 
» ciò HX sarà uguale ad HF • Ma pe' triangoli simili 

» AGF , AHX , è AG : AH :: GF : HX o FH j ed è 
» poi GF : FH :: GB : BH ; quindi sarà AG : AH :: 
3» GB : BH , e la AG divisa armonicamente in He B(*); 

Ahìlisi Geometrica del Peoblbju. 

4io. I*. Sieno A, B, C {fig» i3a) i tre punti 
dati , ed EDF il triangolo richiesto . Dal punto F à 
conduca la FG parallela alla data AB , e si unisca la 



(*) La dtmottracione dell'esposto lemma di Pappo ritrovasi 
anatilau nel testo : I* accortissimo Commaadiai sì contentò di ao- 
•tìtairgliene nna indtretu , ed il nostro 8ig. Fer^ola kiel recarci 
«n ul lemma ae|^li Opascoii Matematici , ne compieta U disM- 
strasioae sialie orme Hìedesinie del Qeèttieira QttM . 
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EG . Qaesta retta io virtù del Lemma recato al n.407 
dovrà passare per un dato punto K della AB . 

II*. Si unisca il centro L del dato cerchio col 
detto punto K ; e sulla LK si abbassi dal punto G 
la perpendicolare GRÒ , e poi si congiunga la OE • 
Cotest" altra retta , per lo Lemma precedente , dovici 
éegtiare il dato punto Q nel diametro NM • 

IH*. Ciò posto ^ essendo date di posizione le duo 
rette GF « e GO , sarà dato V angolo OGF » o il suo 
uguale OEF • Ma i lati di questo secondo angolo pas^ 
sano respettivamente pe* dati punti Q, e C . Dunque 
il Problema cedrassi ridotto a costituire sulla retta QC 
m segmento di cerchio capiente un angolo dato • 

P R O B L. IL 

4ii. Nel dato cerchio DFG (fig» i33) inserivert 
il triangolo DEF , di cui due lati DE , DF passino 
per due punti dati A e B ^ e per C altro C la retta 
FC , che col terzo lato EF costituisce un dato angolo 
in F. 

AbALISX GftOXETIIICA. 

Si conduca ad AB la parallela EG , e congiungasi 
la GF ] questa segnerà in AB il dato punto H . Si 
unisca la HC , e si divida in K , sicché .il rettangolo 
XiiC adequi il dato FHG : e congiunta la KG , si di- 
stenda la medesima in I , e si tirino le rette EI , LG , 

E perchè sono simili i due triangoli HKG , HFC, 
cbe hanno V angolo GHC di comune , ed i lati intorno 
ad esso proporzionali , saranno uguali i due angoli 
HKG , HFC . Ma questo coir angolo EFH, o sia EIG 
costituisce oa dato angolo EFC . Dunque sarà data la 
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CoMPosiziosB Geometrica 

Il primo caso di questo Problema si riduce ad 
inclinare da un dato punto ad un cerchio una retta , 
sicché f intercetta sia data , cioè a ritrovar due rette 
reciproche a due date^ che abbiano una data differenza, 
E r altro alla !à3. EL i. , ond^é che la sua composi* 
zione gometrica è manifesta • 

Metodo del stghor Scoexa 

PORISMA. 

4t4- ^^ ^ ^^ punti datijt e B (Jig.ììS ,e t36 ) 
inflettansi alla periferia del dato cerchio DFG le rette 
A E , BE , che di nuovo lo incontrino ne' punii D ed F \ 
dovrà la retta DF delle loro intersezioni formare ad 
un suo estremo un angolo dato con un* altra tendente 
ad un punto dato • * 

Dim. Si tiri dal punto D la DG parallela ad AB, 
clie ne congiunge i dati punti A e B ^ e dì poi sì unisca 
la GF, che segnerà nella retta AB il punto dato H ( lem» 
^'4^7 )y ^ questo pnnto dato H si congiunga coi centro 
C del cerchio me^liaute la retta HC y cui si abbassi la 
perpendicolare GM , che iaconlri la circonferenza nel 
punto I ; e si unisca la FI , la quale ne incontrerà il 
diametro nel dato punto K ( lem. n. ^og ) . Ciò pre- 
messo , r angolo DGi è dato , avvegnaché formato da 
due rette DG , GÌ , date di sito. Dunque sarà dato del 
pari il suo uguale, ovvero il supplemento a due retti 
DFI, eh' è formato dalla retta 1)F delle intersezio- 
ni delle due rette inflesse , coU' altra FI tendente al 
dato punto K. C. fi. D. 
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Ciò premesso il Sig. Scorza reca al proposto pro- 
blema ( o. 4^3 ) la seguente elegantissima 

Akalisx Gbombtaica. 

4i5. Suppongasi nel cerchio dato FGI (fig^iij) 
inscritto il richiesto poligono F6HIK , i cui lati passino 
respettivamente pe' punti dati A , B , C , D , ec. . E 
poiché il primo lato FG di esso poligono , ed il se* 
condo GH deggion passare per i dati punti A , e 
fi , dovrà la retta FH delle loro intersezioni for- 
pxare ad un suo estremo V angolo dato FHN colla 
retta HN tendente al dato punto h ( por. prec. ) 9 e 
sarà dato l'arco FN . Ma cotesta retta HN inflettesi 
col terzo lato HI , che dee passare pel punto dato C. 
Duiiqne per lo stesso Porisma la retta delle intersezioni 
NI formerà ad un suo estremo un angolo dato JVIO 
colla retta IO tendente al dato punto i ; e sarà dato 
r arco NO , e con ciò T altro FO , che sarà somma , 
o differenza de* dati archi FN , ed NO . Cosi pure 
questa retta tendente IO inflettesi col quarto lato IK 
del poligono . Dunque la retta OK delle sezioni for- 
merà ad un suo estremo un angolo dato coir altra KP 
tendente al dato punto m y e sarà dato V arco ()P » e 
quindi 1* altro FP , che sarà .pure somma , o differenza 
de' due archi dati FO , ed QP • E cosi appresso , fin- 
ché si per\|enga ad una tendente PK , la quale inflet- 
tesi coir ultimo lato KF del poligono . In tal éaso sarà 
dato 1' arco sottoposto PF , e con ciò T angolo al]a 
drconfeveaza FKP , ed il suo conseguente EKm. 

Dunque si ridurrà il Problema a descrivere sulla 
data retta Eni una porzione di cerchio cliente queir 

«itg^lo dato • 

33 
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4 16. Cor, Il Problema del cerchio e de* Ire pun- 
ti resta immediatamente risoluto dal Porisma . 

417. ScoL II Sig. Professore Scorza avverte qui 
molto a proposito in qual caso il problema del cerchio 
e de' tre punti , o T altro generale poc' anzi risoluto , 
sia indeterminato \ lo che altri prima di lui nou- ave- 
va fatto ( Vegg, gli Opuscoli ec. ) . 

P R O B L. IV. 

4 18. Dato il cerchio minore ABCD *{/fg. i38) m 
un emisfero , dividerlo in un dato numero di archi JiB^ 
JBC , CD , Dj4 , ec. sicché i cerchi massimi condotti 
per gli estremi di ciascheduno passino per altrettanti 
punti dati G , H ^ / , JT , ec, nella superficie di esso 
emisfero . 

Ahalisi Geometrica. 

Suppongasi diviso il Jato cerchio ABCD nel modo 
richiesto . E poiché il primo arco AB è tale , che il 
cerchio massimo condotto pe' suoi estremi A , e B dee 
passare pel dato punto G; il raggio OG disteso do- 
vrà incontrare il proposto piano in un punto g , che 
sarà dato . Ed un tal punto essendo si nel piano del 
cerchio ABCD , che dell' altro GB A , doyrà trovarsi 
nella comune sezione di essi , cioè nella AB • Dunque 
la corda AB del primo arco dee passare pel punto 
dato g . Lo stesso s' intenda delle corde degli altri 
archi successivi BC , CD , DA , ec. , che deggioo pure 
passare respettivamente pe' punti dati A , « , * ec. Dun^ 
que il Problema si riduce ad inscrivere nel dato cer- 
chio il poligoftQ ABCD , i di cui lati AB , BC , CD 



• « 
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ec. passino per altrettauti punti dati g ^ h ^ £ , i ec. ^ 
cioè al problema poc'.anzi risoluto (*). 

419. ScoL Questo Problema geometrico potrebbe 
convertirsi in un altro geografico assai leggiadro , dal 
quale potrà rilevarsi T utilità di tali speculazioni \ 
cioè : Dato un parallelo terrestre , ed un numero n 
dì luoghi neir islesso emisfèro , si vuol dividere tal cer^ 
chio nel numero n di archi , sicché i cerchi massifni 
condotti per gli estremi di ciascheduno passino pé* dati 
luoghi respettivamente . E volendo rendere più uni- 
versale quel geometrico Problema si potrà enunciar 
quesr altro . Dato un cerchio in un qualunque solido 
di rivoluzione , ed il numero n di punti nella superficie 
di esso , dividere tal cerchio nel numero n di archi , 
sicché le sezioni che conduconsi per gli estremi di eia-» 
scun arco , e per un dato punto nelV asse dello stesso^ 
solido , passino co^ loro perimetri per qué* punti data 
respetti\f amente. In simil guisa : Dato un cono , ed il nu^ 
mero n di punti nello spazio , si potrebbe addimandare 
d" inscrivere in questo solido una piramide del numero n 
di lati , le di cui facce passino per que^ punti respetti^ 
vomente • O dato un cilindro , ed il numero n di pun^ 
ti nello spazio , vuol inscriversi in esso un prisn^ tinche 
del numero n di lati y sicché le facce di tal solido paS' 
sino per que' punti respettivi . E cosi di altri . 

(*) Il sommo Eulero ludico la risoluzione di questo Problemc 
per tre punti dati nella superficie dell' Emisfero . Ma tal indica- 
zione è assai oscura , come può vedersi da questo ragionamento 
tratto da una sua Memoria dell'Accademia di Pietroburgo 1780. 
Cancipiatur ptmnum spheram in centro circuii tandem , super quo 
triangulum planum modo prtBScripto Jam sit constructam- , ejusque 
translatio ad superjiciem spher» eritJacdUma , cum angoli circa 
oentrum in superficie tam plani , qiéam spherm sint idem , distantia 
vero punctorum datoram , et a/tgulonun trimnguU a centro sphera 
in tangentes abeant» 



LEMMA 
Necessario alla soluzione del seguente ProLIemt. 

4^0. Se ad un arco circolare DNE (fig-'^^Q ) si tiri 
comuique una tangente AB la quale si arresti tra le 
altre due tangenti DF , EF delt arco stesso né" suoi 
stremi D^ E ^ e poi congiungasi il centro C co punti A^ 
B ovfc questa tangente incontra quelle \ Pungolo A CE 
sarà sempre di una costante grandezza • 

Si tirino a^ contatti D , E le rette DC , CE ; sa- 
ranno perfettamente ugnali i due triangoli DC A , ACIN, 
onde r angolo DCA sarà uguale alT altro ACN • Nella 
stessa guisa si mostra esser T angolo NCB uguale air al- 
tro BCE • Dunque T angolo ACB sarà metà del dato 
DGE , e perciò di una costante grandezza . 

P R O B L. ir. 

4ai. Ritroìfare un punto nelP arco circolare DNEy 
sicché per esso condotta la tangente ANB in mezzo alle 
altre due date DF , FÉ , sia dato il rettangolo AVB^ 
Sia AB := 'ÀX ' 

CN =a 
Ed il rettanjgolo ANB = &• 
sarà ^0= y ( x»— *• ) 

AN = X ~ y ( jr* — ** ) 
KB = jt + V \x^—b^) 
AC = y (a*-fii:*— i* —a* V(*»— *•) ) 
CB = y (a-+ajr* — i* +-x y (*•—*') ) 
ACXCB= y ( ( a*+«* —h^y—!ix^^ 46**» ) 

=ss y ((a»— é*)*+4«*** ) 
FiaalmeAte , sacà il triaii||olo ACB s=3 ax 
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Or essendo dato Y angolo ACB , come si é mo* 
strato , sarà data la ragione del rettangolo di AG in GB 
al triangolo AGB , che esprimasi per m ; a , e perciò 
saia 

y ( (•a*—b'^y + 4a»x» ): ax :i m : n 

cioè ( fl*— *• )* + 4a'x» : a*** i: m* : »* 

e quindi ^*** = ( a»— 6* )• + 4a> x* 

la quale equazione convenevolmente maneggiata dari 
una retta quanto la AB , sulla quale se si formi un 
segmento capiente V angolo dato AGB , ed in esso poi 
si adatti )a perpendicolare uguale al raggio del circo- 
lo , saranno i segmenti della sua corda respetti vathen* 
te uguali alle tangenti AN , INB ,. ovvero alle altre 
AD , BE f e sarà quindi risoluto al problema • 

LEMMA 

Necessario alla soluzione del seguente Problèma • 

422. Se ne' lati TE , RE (fg.iio ) del iriangolo 
TER prendansi le due parti TD ^ RG nella data ragione 
di m: n, accanto la base RT ^ e nella stessa ragione 
prendasi pur anche DS>ad EF -^ V interposta GF o sarà 
nulla , o pure di una costante grandezza • 

Imperocché se la ragione di ir : n pareggi quella 
di TE : ER , r intermedia FG sarà nulla , come chia- 
ramente rilevasi . Ma se la data ragione non adeguasse 
quella di TE : ER , facciasi TE : RQ II m: n ^ e quin- 
di come TD : RG 5 sarà perciò TE — TD : RQ — RG 

:: m : » :: de -. ep , ciò* DE : GQ :: DE : ef , e 

quindi GQ s= EF , donde si rileva essere GF uguale 
alla data EQ . 
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P R O B L. VI. 

4^3. Dato il punto B fuori del triangolo TER^ ^ 
tirare la retta BG , che dai lati TE , ER ne ascinday 
accanto la base , le due parti TD , R€r nella data ra- 
gione di min. 

9 

Akalisi Geometrica. 

Suppongasi tirata la BG come si addimanda , e 
prendasi DE : EF :: m\ n\ sai'à data di grandezza 
r intermedia FG , ed unita DF sarà dato T angolo DFE, 
Finalmente si tirino per B le rette BA , BC paralle* 
le respettivamente a DE ^ DF . * 

E poiché sta AG : GÈ :: AB : ED :: AC : EF , 
sarà permutando AG : AC :: GÈ : EF , e dividendo 
CG : AC \\ GF : EF . Adunque le due rette ignote 
CG , EF banno la data differenza CE -}- FG , e sono 
poi reciproche alle date AC , GF . Dunque è data 
ciascuna di esse CG , EF . 

4a4« Scoi, Questo problema forma \ oggetto princi- 
pale del libro del luogo di risoluzione detto de sectia- 
ne rationis appartenente ad Apollonio Pergeo , ove tro- 
vasi risoluto in tutti i casi , e con queir estensione che 
usavano gli antichi ne' loro problemi * 
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C A P. XXII. 

Altro metodo del sig. Pergola per risolvere algubi 

PROBLEMI DI sito , DETTO DI TrASFBRIMENTO • 



4^5. Allorché ne^ proLlemi ài sito proponesi a : 
Formare in un dato punto un angolo rettilineo uguale ad 
un dato , sicché sia data una /unzione de^ suoi lati pro^ 
dotti y finché incontrino due linee date di sito , ed in 
dltri casi analoghi , come tra poco vedremo , propo- 
iiesi dal Sig. Pergola un nuovp metodo per hen con- 
durre a fine la soluzione di simili problemi , fondato su 
di un movimento immaginario , eh' è contenuto nel se- 
guente semplicissimo • 

PRINCIPIO DI TRASFERIMENTO. 

4 

4^6. Sten date di posizione le due linee CB , CA 
(^fig.\/^\ ), e 7 punto P : tirata comum^ue da esso punto 
Id retta PA , se volgasi V angolo PAC , sicché abbiasi 
dalla medesima PA descritto un angolo uguale al da^ 
Io X y sarà dato alla fine di tal movimento il sito 
della linea mobile CA rispetto aW immobile CB . 

Imperocché le linee date di posizione sieoo ret* 
le e s' interseghino in C : si unisca la retta PC , e 1 
triangolo CPA trasferiscasi nel sito cVa , quando la 
retta PA^ abbia col divisato moto rotatorio descritto 
r angolo APa uguale al dato X • Ciò posto , V an- 
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golo CPA pareggia , o piuttosto é identico all' altro 
cPa ^ adunque tolto da essi il cornuae CPa , resta 
APa uguale a cPC . Ma T angolo APa è uguale ai 
dato X : dunque è ben anche dato i' angolo cPC » 
Ed essendo dati di grandezza si V angolo Pca , «che la 
retta Pc* , sarà dato di posizione il punto P rispetto 
alla linea retta ca . 

4'>7. E questo stesso raf^onainento si potrà ado- 
perare , quando la linea mobile CA sia una curva , o 
quando tali sieno tutte due le linee CA , CB date di 
posizione . 

4^8. Per mezzo dì questo principio V intera famiglia 
di problenii sopra indicata ( 4*^5 ) si riduce , come fa- 
cilmente si rileva , e come vedrassi dalle soluzioni di 
que' problemi che recheremo qui appresso , a : Tirare 
da un punto dato a due linee date di sito una retta , 
le cui parti tagliate da cjuelle linee abbiano data la 
proposta funzione . 

429. Che se fosse data una linea a non già un punto, 
e quivi ne abbisognasse formare con certa legge angoli 
dati nella loro somma , o nella loro differenza \ o si 
proponessero altre simiglianti condizioni , il Sig. Fer^ 
.gola ne avverte molto a proposilo, che riuscirà anche 
conducenlissimo al Geometra il trasferir di sito certe 
principali grandezze del problema propostogli , perchè 
gli si additi qualche sentiero che conduca sicuramente 
alla soluzione . 

43o. I vantaggi che ci presenta questo metodo sono, 
come lo stesso nostro distintissimo Geometra cel dice, 
che i dati di sito de^ problemi della prima famiglia su 
indicata (4^5) si travestono per m^zzo di questa geo«- 
metrica trasformazione in dati di grandezza e di ra« 
gione , e quindi riduconsi air impero dell.a moderna 
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analisi • E gli altri problemi di cui si è discorso nel 
n. 4^9 ) quantunque in simil guisa maneggiati non rice- 
vano prónta solusione , si trasformano non per tanto 
in mille modi \ onde si generano non pochi problemi 
affini , che difièrendo nella sola enunciazione , conven--- 
gono tutti e nel grado cui ascendono , e nel nodo^ cfae 
comprendono*. E quel che molto convien valutare si 
è , che ogni qual volta per messo del divisato metodo 
ai riesca a sciorre tal nodo in un di essi problemi 
lo che non di rado avviene , si vengono ad ottenere 
compite soluzioni anche degli altri affini . 

P R O B L. I. 

43 1. Dato il pania P fuori del triangolo CMN 
(^fig* i40 1 condurre per esso le dus rette PS , PA , 
che quivi comprendano un- angolo rettilineo uguale al 
dato JfT, e tolgano daf lati CM^ CN le parti BM ^ AN^ 
mccanto la base , proporzionali alle date m , n • 

Anai.isi Geometrica 

Si unisca la retta PC , e s^ intenda il solo trian- 
golo PAC volgersi con moto angolare intorno a P ^ 
finché r angolo descritto da PA ne* paraggi il dato X , 
rimanendo immobili CM e PB . Sarà dato di sito il 
punto P rispetto alla trasferita cn (4^3) ^ e la retta 
mobile PA resterà adattata suU' immobile PB . Laonde 
riducesi il problema a tirare dal dato punto P una 
retta alle due date CM , on terminate ne* punti M ed 
u f sicché BM stia ad an nella ragione- di m ad n. 
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CoMPOsizioirs Geometrica. 

Constr. Facciasi al dato punto P della retta PC 
V angolo CPc uguale al daio X ^ e Pc uguale alla 
data PC , cbe dal punto dato 6Ì conduce ali* interse* 
zione' delle rette date . Si formi parimente all' estre^ 
mo e della retta Pc V angolo Pca uguale al dato PCN, 
e si tronchi cn uguale alla data CN . Dal punto P si 
tiri la retta PB , che incontrando le due date CM , 
cn ne' punti B ed a ne tolga le parli BM , an prò* 
porzionali ad m ^ n (4?^) • Finalmente si construi- 
sca al punto P della retta PB V angolo APB uguale al 
dato X . Saranno BM , AN nella data ragione di m 
ad /» . 

Dimostr, U angolo CPc , per «onstnizione y è ugua- 
le ad APB ^ adunque aggìugnendo loro di comune l'al- 
tro , CPB n' emergerà T angolo cPa uguale all'angolo 
CPA . Ma si é fatto eziandio T angolo Pca uguale al 
dato P('A , e Pc uguale PC ; sari dunque c4 uguale a 
CA : e quindi la rimanente an uguale alla rimanente 
AN , mentre sono anche uguali le intere cn , CN . E 
poiché per construzìone si è fatto BM : an II m \ n 
tari anche BM : AN II wi \ n\ ma è pure V angolo 
BPA uguale al dato X • Dunque dal punto P dato alle 
rette date CM , CN sono state condotte le altre due 
rette PB , PA colle condizioni stabilite nel Problema « 

4i2. Scoi. Collo stesso artifizio si polj*tbbcro ri- 
solvere altri problemi affini , come per esempio : For'» 
mare al punto dato P un angolo daio APB , dcchi 
esiendendosi i suoi iati alle rette date dì poùUone CM^ 
CN j sia data la somma di PB erdi PA , o La loro 
differenza , o il loro rettangolo , o altra di loro fun^ 
tUone . 

£ come ognun vede si potrà sempre nella compo« 
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sizìone del problema occultare il principio ili trasfe* 
rimento che ha servito a risolverlo , come si è pra- 
ticato qui sopra 5 sicché un tal principio il quale nou 
ha niente altro di meccanico se non che la semplice 
maniera di esprimerlo , ciò non ostante nò meno si mo- 
stri nella construsioi^ e dimostrazione di tali problemi. 

P R O B L. IL 

433. Dati di posizione i due punti A^eB {fig* i4^ )t 
e la retta DE \ ritrovare in essa un punto C y sicché 
condotte le rette AC ^ CB , la differenza degli angoli 
ACD , BCB , sia uguale al dato angolo X . 

SOLVZIOHE* 

Si cali dal punto B la retta BE perpendicolare 
alla data DE, e 4 triangolo rettangolo CBE si aggiri 
intorno al cateto CE , talché \ ipotenusa , che prima 
giacea al di sopra di esso cateto , ne resti poi al di 
sotto I come lo é il triangolo CE&. E si potragga AC, 
finché incontri BE in F • 

Ciò premesso i due angoli ACD , BCE sono respet- 
tivamente uguali agli altri due FCE , M^E : dunque la 
differenza di questi , cioè \ angolo FCi sarà uguale alla 
differenza di quelli , vai quanto dire alP angolo dato X. 
Per la qual cosa sari dato l'angolo FCA, «1 suo con- 
seguente 6CA • Se dunque il punto dato A congiun- 
gasi coir altro b ^ eh* é pur anche dato , e su di A£ si 
formi un segmento circolare capiente un angolo uguale 
al conseguente del dato X T arco di esso segnerà nella 
retta DE il punto cercato C. 
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GAP. XXIII. 

ftOBLEia DITBESI DBLLB ÀFFLICAZIOHI PROPOSTI y ED 
SI,BGÀVTBMSttTK RISOLUTI DAL SIG. FKR60I.A. 



434. Tra i libri del luogo di risoluzione degli Rnticki 
Geometri ye n* eran due di Apollonio Pergeo che segui» 
vano quelli tanto celebri , e tanto desiderati de'Porismi 
di Euclide , e forse anche gli altri de* luoghi piani dello 
stesso Apollonio ; ed essi eran detti de inclinationibus , 
poiché i problemi che ti si risolvevano avevano gene- 
Talmente per oggetto di : Inclinare tra due linee date 
di posizione una retta data di grandezza la quale pas^ 
sasse per un dato punto , del qual problema generale 
n" è un caso quello da noi esposto al n. 383. E questo 
problema generale come cel dice Pappo era distinto in 
ceutoventicinque altri che formavano il complesso de* 
due suddetti libri , oltre a 38 lemmi . Tali problemi 
come facilmente rilevasi , e come Pappo stesso lo ac- 
cenna y erano altri piani , altri solidi , ed altri lineari» 
I due libri di Apollonio però non par che ne conte* 
nessero alcuno di quest' ultima famiglia , sicché la dot- 
trina iielle Inclinazioni restava per questa parte incom* 
pl^a • Non è questo il luogo da congetturare perchè 
A saggio Geometra di Perga si fosse astenuto dall' esten-» 
der oltre queste sue ricerche , e basta solo il fiir rile- 
vare che il nostro Sig. Fei^ola nella sua dottissima 
opera inedita delt Arte cf Inventare in Matematiche , 
dopo, essersi convenevolmente occupato di questa par-^ 
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te del laogo di risoluzione degli antichi , ha volu- 
to anche proceder oltre in supplire T ultima su men- 
tovata parte de* problemi delle Inclinazioni , il che 
ha eseguito in modo da non solamente darci eleganti 
soluzioni di molli difficilissimi problemi , e di prepa- 
rarne cosi il risolvimento di molti altri a' quali questi 
possono servire come principj di riduzione ; ma an« 
, che queste tali soluzioni sono in nuova guisa , e si mae- 
strevolmente eseguite , che problemi solidi , ipersolidi, 
ed anche trascendenti , nulla perdendo di lor natura , 
risolvonsi a guisa de* Problemi Piani , col solo condurvi 
rette , e descrivervi cerchi . £ quello che anche molto 
ne interessa di avvertire si è , che questi tali problemi 
soao di natura a non ricevere affatto soluzioni per me2« 
zo della moderna analisi , ò pur quella che col massi- 
mo stento per talun di essi si può ottenere , quando 
siasi ostinato a cosi volerla , conduce a risultati incon- 
struibili , e perciò di nessun conto o?e trattasi di geo* 
metriche ricerche. 

Or io non so£^endo , che si nobil ramo di axllfi* 
zj geometrici atto ad estender non poco il poter di 
questa scienza testasse più lungo tempo ascoso , forte 
ìnsktei , perchè T autor di esso mi permettesse di pub- 
blicarlo , al che avendolo finalmente persuaso inscrii 
tali sue ricerche nel volume di Opuscoli Matematici 
più volte da me citati • Ed or siccome la natura di 
sito di questi tali problemi , e la loro importanza , 
come poco fa diceva , in altre ricerche di simil gene- 
re j gli riconducono neir argomento del presente Trat- 
tato y ho stimato opportuno di qui per ultimo inserir- 
li , rinviando coloro che vorranno conoscerne il com-» 
plemento a' suddetti Opuscoli • 



r 
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P R O B L. I. 

I 

435. Dato di posizione un angolo rettilineo , ed 
una qualunque curva algebrica , o trascendente ; appli- 
care tra questa curva , ed un lato di quelV angolo una 
retta data di grat^ezza y e parallela alf altro lato • 

Soluzioni. 

Sia EDO ( fig. 143 ) la cutTa data , ABC il dato 
angolo rettilineo , e tra BA , oh^ é un suo lato , e la 
detta curva EDG debbasi adattare una retta uguale al* 
la data M , e parallela all' altro lato BG del medesinao 
angolo . 

Dal yertice B dd dato angolo y è sul detto lato 
BC 81 tronchi la parte BN uguale alla data M, e da 
N poi si conduca la ND parallela all^ altre lato BA di 
esso angolo . Se tal retta incontri la proposta curva , 
il Problema sari solubile . Ia incontri dunque in D , 
e si compia dalle BN , ed ND il parallelogrammo 
ABND . Dico esser la retta AD quella che si domanda. 

La verità di quest* asserzione ben si comprende 
dal proposto artifizio : ed ognuno potrà supplirvi , che 
vi possano esser più punti soddisfacenti al quesito : cioè 
che debba esser n il più gran numero di cotesti punti, 
se n sia il grado dell* equazione della curva EDG } 
quando ella sia algebrica . 

436. Cor. Se la retta da doversi applicare tra la cur- 
va EDG , e la retta AB debba esser data di grandezza, 
e debba poi passare per lo dato puuto P , i punti 
soddisfacenti al quesito saranno marcati nella data curva 
EDG da una Concoide, che abbia per assiatoto la data 
retta AB , per polo il punto P , e per inlcrvallo la data 
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retta M • E ciò devesi assolai «mente praticare , quando 
la data curva EOG sia trascendente • 

437* Scoi. Quando diremo esser data una qualun^ 
que curva , sen^a porvi altro aggiunto , dovrà inteiH 
d«rsi j che questa possa essere algebrica di qualunque 
ordine , o comunque. trascedente . £ taluno dovrà snpf- 
plirvi col suo pensiero ^ cV ella . sia anche data di 
specie , e di grandezza • 

P R O B L. II. 

439. Dato di potiuone un angolo rettilineo j edtma 
qualunque curva ; applicare tra questa linea , ed i laH 
di queW angolo una retta parallela ad vii* altra data 
di sito^ sicché ne resti divisa in una ragion data. 

SOLVSIOVX 

Sia ABC (Ji^. ìii ) H dato angolo rettilìneo: 
EDG la curva data: ae la retta dat» di posizione , 
coi debhasi copdurre una parallela , che vi resti diirisa 
in una ragion data dalle tre linee BA » BC , ed EDG. 
La retta ac prodotta , finché incontri i lati di 
queir angolo , dividasi nel punto d in quella ragion 
data : e la retta Bd , che unisce i punti B , e di , si 
protragga inaino alla data curva EDG . Quella setta 
dovrà segnare in questa curva, ee il Problema non sia 
impossibile , i punti ad esso soddisfacenti . 

ImpeBocchè conducendo per uno di cote^ punti 
D la retta ADC parallela alk data ac j ben si com-- 
prende dover essere AD : DC ;: ad : de . 

439. Cor. I. Al presente Problema immantinente ri«> 
ducesi quest'altro : applicare tra le proposte lineeBA^ 
fiC » ed EDG una retta AC , ifl qual ¥i resti divisa 
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in una data ragione , ed ella in una data ragione ancor 
ne divida i lati delV angolo dato ABC , e verso del 
di lui vertice . Imperocché la seconda di queste due 
condizioni ne dichiara dover essere la richiesta AC 
parallela ad una retta data di sito : onde un tal Pro- 
blema rimettesi a queHo della presente Proposizione . 

44<*- Cor. 11. E se la retta da applicarsi fra quelle 
linee date debba troncar da' lati dell'angolo dato le due 
parti AM , CN in una data ragione , e verso de' punti 
M , ed N dati in essi lati , e le parti AD e DC di 
cotal retta tì debban essere in una data ragione \ il 
punto IX- dovrà allogarsi in una retta data di posizio- 
ne (397) • Dunque gì' incontri di questa retta colla da- 
ta curva EDG saranno i punti soddis&centì al Proble- 
ma . E per ciascuno di essi converrà condurre unareU 
ta , la qual vi resti divisa dalle altre due BA , BC nel- 
la ragion proposta . E ciò è di facile ottenimento. 

44 !• Cor. 111. yuol disporsi infra le dette linee BA, 
CB , ed EDG la retta AC , che vi resti divisa in una 
data ragione , e vi tronchi il triangolo ABC dato di 
grandetta . In tal caso la seconda di queste due . con- 
dizioni indica doversi il punto D appartenere ad 
un' iperbole di una data potenza , i di cui assintoti 
esser deggian le due rette BA , BC . Dunque , se D 
sia un degl' incontri di quest' iperbole colla data cur- 
va EDG , da un tal punto si dovrà condurre la retta 
ADC , talché le sue parti AD , e DC sieno in una ra- 
gion data . Lo che facilmente può eseguirsi . 

ì^i^%,Cor, IV. Propongasi di : Adattare fra queste ire 
linee BA ^ BC ^ ed EDG' una retta come AC parallela 
alla data ac , talché il rettangolo ACD sia dato . la 
quest* àltrq caso sarà anche dato il rettangolo di DC 
in CB , per esser dato di specie il triangolo ABC . Dim« 
que condottai per lo punto B la BQ parallela alla oc 1 
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e descritta un^ Iperbole cogli assintoti BQ , BC , che 
abbia una potenza uguale al rettangolo di DC in CB , 
una tal curva dovrà segnare 'nella data EDO i punti 
soddisfacenti* kl Problema . 

443* Cor.Y. Finalmente: Dal dato punto Ptfuol con" 
darsi fra le dette linee BA ^ BC ^ ed EDG la retta 
PA , sicché le sue parti , che frammezxan quelle linee^ 
cioè le AD , e DC ^ sieno in una ragion data . In tal 
caso , come lo ba dimostrato il Sommo Newton nella 
sua Aritmetica Universale , il punto D appàrtiensi ad 
una data Iperbole . Dunque le intersezioni di questa 
linea colla data EDG tì segneranno ì punti soddisfa* 
centi al quesito , dovendosi congiungere ciascuno di 
essi con quel dato punto P per una retta . 

444* «^co/. Ismaele Bulìaldo, che fu il primo a rischia- 
rare i Porismi Euclidei y quivi volle risolvere il seguen- 
te Problema : Condurre tm" ordinata in un semicer^ 
chiù , la qual vi restasse divisa in una data ragione dal 
diametro , dalla semicirconferenza , e da una corda 
condottavi per un estremo del diametro suddetto . Or chi 
non Tede esser questo Problema assai più ristretto di 
quello , che contiensi nella presente Proposizione . E 
si vedrà poi con maraviglia , ch^ ei lo discìolse per una 
via men semplice della quassù tenuta . Intanto più con- 
seguenze , o più Problemi si potrebbon trarre dalP an- 
zidetta Proposizione , i quali si ometteranno volentieri, 
per poterne recare un^ altro problema sopra un sog- 
getto affine , ed il quale richiede una più artificiosa 
analisi • 

P R O B L. III. 

445. Dato di posizione un angolo rettilineo^ ed una 

qualunque curva j condurre da un punto di questa due 

35 
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rette date su i lati di quelV angolo , talché esse o com» 
prendano un angolo di data grandezza , o facciano 
angoli dati co' lati deW angolo proposto da principio • 

La prima parte di questo Prob. è stata gii riso- 
luta nel n. 4oo ^^^ presente Trattato . 

Part. II. SuppoDgansi esser dati gli angoli DCB > 
PAB ( fig» laS ) , clie fonnan le date incidenti DC , 
DA co' lati del dato angolo ABC . E poiché nel tri* 
angolo ABO son dati per supposizione i due angoli 
DAB , ABO , ne sarà dato il terso , cioè Y angolo 
AOB , o il suo uguale COD • Ma è anche dato V an- 
golo DCO . Dunque v\ sari dato il terso CDA . E la 
presente indagine si ridurrà a quella del caso prece- 
dente . 

446. Cor.i. Di qui comprendesi chiaramente , come 
un triangolo dato di specie , e di grandezza potrebbesi 
adattare fra due rette , ed una qualunque curva data 
di posizione , sicché gli angoli di quella figura cadano 
su queste linee respettivamente . Ed un tal Probletna 
è assai più generale di quell* altro , che il Sommo New- 
ton disciolse ne' Principi Matem. della Filos. Nat. 
Lemm. XXVI. 

447- Cor. II. Inoltre da^ Principi di risoluzione , che 
impiegansi nel presente Problema , si potrà risolvere un 
altro Problema Newtoniano più generalizzato (*) : cioà 
Date di posizione due rette , ed una qualunque curva \ 
applicare fra queste tre linee una retta , sicché le sue 
parti interposte sieno date di grandezza • 

E la medesima Analisi basterebbe a risolverne il 
Porisma HI. de' Probi, di Sito (SSj) . 



WMn 



(*) Probi, fts. Aritn. UaWerf. 
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LEMMA 

448. Se diasi di posizione V angolo NLM {fig. i45 ) 
e H punto C, da cui conducasi una qualunque segante 
CP €C lati di detto angolo , e da'" punti P y ed R delle 
sezioni si tirino le rette PA , ed RB cC dati punti A ^ e B 
poeti a diritto con C] io dico , che le due inflesse APy 
BR convergan sempre in una retta data di posizione . 

// punto C , per brevità di dire , si chiamerà Polo 
di queir angolo j e la retta AB di lui direttrice . . 

Dal punto B condacasi la BD parallela all' inflessa 
AP : e poi dal punto Q , ove unisconsi amendue le 
inflesse , si meni la EQF parallela alla direttrice AB , 
incontrandone in E , ed F i lati del dato angolo : e 
q uesti in H , 6 ne segliino la detta • direttrice . Sarà , 
pe' triangoli simili CBD , GAP , GB : CA :: BD : AP. 

Ciò posto la ragione di BD ad AP componesi da 
quelle di BD a PQ , e di PQ ad AP, come Pè noto. 
E la prima di queste componenti è quanto quella 
di BR ad RQ , pe' tiìangoli simili BRD , PRQ , o 
quanto la di lei uguale di BG a QF , per la similitudine 
degli altri due triangoli RBG , RQF . Dunque sarà 
BD : PQ :: BG : QF . Inoltre la seconda di dette com- 
ponenti j cioè la ragione di PQ ad AP , Tè pure ugua* 
le a quest' altra di QE ad AH , a cagion de^ triangoli 
simili PHA , PEQ . Dunque la ragione di GB a CA 
sarà composta dalle due di BG a QF , e di QE ad 
AH , cioè scambiando i conseguenti di queste due 
altre componenti , sarà GB : CA :: ( BG : AH ) 
( QE : QF ) . 

Il perché essendo data la ragione di GB a CA , e 
1* altra di BG ad AH , per esseme dati i loro termi- 
ni , dovrà esser benanche dat$i V altra ragion compo- 
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nenie , cioè quella di QE a QF : e \ punto Q dovrassi 
allogare in una retta data di posizione , che dee pas- 
sare per lo vertice L deir angolo dato . 

449- Cor, Discostandosi all' infinito il Polo C da 
ciascun de' due punti dati A , e B , nel qual caso Tinter^ 
posta PR divien parallela alla direttrice AB , diverrà 
d' uguaglianza la ragione di CB a CA ^ e dovri quiadi 
risultare QE : QF :: AH : BG . Onde in una più 
faci! maniera potrà rinvenirsi in questo caso la locale 
LQ del concorso delle inflesse • 

P' R O B L. IV. 

45 o. Dati di posizione un angolo y due punti , ed 
una qualunque curva \ infletter da qué* due punti a que-^ 
sta cur%fa due rette , sicché la retta , che unisce i con* 
corsi delle due inflesse co* lati delT angolo dato , sia 
parallela alla direttrice , o con essa converga ad un 
punto data . 

Soluzione, 

, I punti dati sieno A , e fi , NLM sia V angolo 
dato , TQS quella qualunque curva , e vogliansi inflet- 
ter le due AQ , BQ ad essa , talché la PR , eh' è tra 
le sezioni delle inflesse co' lati di queir an^lo , sia 
parallela alla direttrice AB « o converga con essa nel 
dato punto C . Per ciò ottenere sia la retta LQ ( lem. 
prec. ) la locale de' concorsi di coteste inflesse : ed una 
tal retta incontri la data curva TQS in uno ^ o più 
pimti ( altrimenti sarebbe impossibile un tal Proble- 
ma ) . Io dico , che ciascun di questi punti debba es- 
ser soddisfacente al quesito . E ciò è di per se ma* 
nifesto . 
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PROBI. V. 

45 !• JDo/o di posizione un punto, una Sezione Co* 
niea , ed un^ alita t/ualunque curva , condurre da quel 
punto nella prima di queste cun^e due seganti y sicché 
le congiungenH delle loro sezioni convergano in un pun* 
to deW altra curva \ ed oltre a ciò ne Sia dato un an^ 
golo deW emergente quadrilineo • 

SOLVZI o VB 

Il dato punto sia A ( fig. i46 ) , CFED la pro- 
posta sezione conica , e BT T altra . curva data • Dal 
punto A conducansi le due tangenti alla sezione conica 
CFED , e sia LB la retta fra contatti , la quale se- 
gbi in B la curya BT . Sulla retta AB si formi un 
segmento di cerchio capiente T angolo dato ,.0 il suo 
conseguente , secondoché il detto' angolo debba ugua- 
gliare r angolo D , che rivolge T apertura alla retta 
AB , ( e lo stesso dicasi del suo opposto CFE nel 
quadriHneo CFED ) , o vi debba uguagliare qualunque 
degli altri due rimanenti . E supposto , che cotesto 
segmento incontri in D la data sezione conica j vi si 
conducan le rette AD , BD , si unisca V altra A£ , ed 
in fin si congiunga la CF . Questa retta dovrà conve- 
nire colle due DB , LB nel medesimo punto A , come 
eosta da* conici • E ne resterà in tal guisa risoluto il 
Problema . 

P R O B L. VI. 

453. Date di posizione due qualunque curile ; ap^ 
plicare tra^ perimetri di esse una retta uguale ad una 
retta data di grandezza y e parallela ad un^ altra data 
di posizione . 
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SOLUZIOHK. 

Tra le curve date di sito ANB, QSD (/g'. 147 ), 
Tuoi applicarsi una inetta quanto la data R, e paratie-' 
la alP altra CD data di posizione . Per ciò ottenere 
la retta AC dinoti V asse della curva ÀNB , e condot- 
ta da un qualunque punto A di tal retta la Au paral- 
lela alla CD , ed uguale alla data R , si meni per ala 
retta ac parallela al detto asse. E poi d'intorno ad ac 
intendasi la curva anb identica alla data ANB , e simil- 
mente posta y siccbè le ordinate ^^M , ed wn , die in 
èsse corrispondono alle uguali ascisse AM , am , non 
solamente sieno uguali , ma vi sieno benanche per dtrit- 
to (188). Inoltre da un puuto n , ove segansi le curve 
QSD , ahb y ( lo che dee assolutamente verificarsi , se 
tal problema sia possibile ) , si conduca la nN parai-* 
lela alla CD : dico esser questa la retta addimandata. 

Imperocché essendo uguali , come ora si è detto , 
le due Hm , ed NM , aggiuntavi la mN di comune ) 
sari P interposta nN uguale alla mM , cioè ad aA , o 
alla data B. . Ma è anche la medesima nN parallela 
alla CD data di posizione : dunque si è soddisfatto alle 
condizioni del problema . 

P R O B L. VII. 

453. Dato di posizione un punto , una retta , ed 
una qualunque curva ; applicare per quel punto tra que* 
ste linee una retta , sicché le sue parti y che restano 
tra il detto punto , e ciascuna delle linee date , sieno 
in una data ragione , o ui comprendano un rettangolo 
dato . ' 
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SoLUZlOHE. 

Part. I. Il punto N {fg. i48 ) , la retta AC , e 

la curva qualunque DFE sien date di posizione , • 

vogliasi por N condurre tra le dette linee una retta , 

come la MNF , sicché sieno le NM , ed NF nella data 

ragióne di m ad it . 

Dal punto N si abbassi la NB perpendicolare alla 
data AC , e protrattala verso la curva DFE , sinché 
stia BN : NG :: ut : 1» , si tiri per G la GF paralle* 
alla data AC : e poi da ciascun punto F , ove tal pa- 
rallela incontra la detta curva ( lo che dee aver luogo, 
se il Problema sia possibile ), si tiri al dato punto N 
la FNM. Sarà , pe^ triangoli simiU NBM , NGF , MN: 
NF :; BN : NG :: m: I». 

Part. II. Si prolunghi la detta NB insino al pun- 
to Q , talché il rettangolo BNQ uguagli il dato lettan- 
golo , che qui dinotiamo per A* • E poi sulla NQ , 
come diametro , si descriva il cerchio QFN , che do- 
vrà in qualche punto F incontra^ la data curva DpH, 
se sia risolvibile un tal Problema . E finalmente da F 
conducasi per N la retta FNM , ed insino alla àat% 
retta AC . Sarà il rettangolo FNM uguale ad A* . 

Imperocché congiunta la QF , dovranno essere 
equiangoli , e quindi simili i due triangoli QFN , NBM. 
Onde dovendo essere. QN : NF ;: NM : NB, sari 
il rettangolo FNM uguale a QNB , cioè ad A* • , 

PROBI. Vili. 

454» Dato di po$iùone un punio , un cerchio , ^d 
una (jualunque curva ^ tirare da quel punto una segante 
su queste lin^ , sicché cateste incidenti sieno in una 
dat^ ragion^ , o conteuganf m, rettangola d4^to . 
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S O L U Z I 2V E. 

Pa&t. I. Sia P {fig. i49 ) n panto dato , BQF il dato 
cerchio, ed ARG quella qualunque curva: e da P vuol 
condursi una segante PQ , tadchè le incidenti PQ , PR 
sieno come m ad i» . 

Si unisca ti centro C del dato cercUo col punto 
P ; e divisa la PC in S, sicché stia PC : PS !: ut : n, 
si prenda la d quarta proporzionale in ordine alle m , 
Il , ed al raggio di esso cerchio : poi col centro S 
intervallo d si descrìva un cerchio , che dovrà interse* 
care la data curva ARQ ne* punti soddisfacenti al Pro- 
blema , 8* ei sia solubile • 

Dim. Sia R un di cotesti punti , ed unita la SR, 
si meni da C la CQ parallela alla SR , e si congiunga 
la PQ . Questa retta dovri passare per R . Conciossia- 
che se la PQ incontrasse la SR in un altro punto r , 
sarebbe per la 4. El. VI. , CP: PS :: CQ - Sr : ed es- 
sendo per construzione CP : PS : ! CQ : SR , sarebbe 
Sr uguale ad SR , eh* è un assurdo • Dunqne la PQ 
dovrà passare per lo punto R, e stari PQ : PR :; 
PC: PS :: m. n. 

Part. II. Se il rettangolo RPQ debba esser dato, 
ei dovrà serbare una data ragione al rettangolo BPQ, 
eh* è dato per la natura del cerchio • Dunque es- 
primasi per r : t cotesta ragion data ; sarà r \ t II 
PR X PQ : PB X PQ :: PR : PB . E '1 presente caso 
ridurrassi al precedente . 

455. Scoi. Se il dato punto P sia V intersezione 
della data curva ARC col cerchio BPQ {fig. i5o ) po- 
trà recarsi quest* altra soluzion al Problema • 

Conducasi per P una qualunque corda PG in 
detto cerchio , e prodottala in H , sicché stia P6 : 
PH :; m : f» , si descriva sudla PH il segmento cir-« 
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colare PRH simile all' altro PQG , cbo inierseclieri 
in un qualche punto R la curva ARC , Si ^ nnisca la 
RP , e si prolun^i Insino al cerchie : tura questa la 
retta cercata • Imperocché , condotte le due rette RH 
€ QGf ben si vtàe essere equiangoli y e quindi simili 
i due triangoli PQG, PRH . Dunque sarà PQ: PR :; 
J>G : PH :; Hi : n . 

P R O B L. IX. 

456. DatL di posizione un punto , un cerchio , ed 
una qualunque curva \ condurre da quel punto due inci^ 
4enti su queste eur^e 9 talché eue comprendano un aa» 
golo dato , e sieno direttamente ^ o reciprocamente pro^ 
porùonali a due rette date • 

SpLTJZIOVK. 

Pabx. I. Dal dato punto P (Jlg. i49 ) si voglian 
condurre sul circolo In/f^ e sulla curva qualunque 
ARG le due incidenti Vq , e PR, che comprendano un 
angolo uguale al dato V , e sieno nella ragion data di 
u^ ed n. 

m 

AhA2.isx GsoxBTaxcA. 

Suppongansi esser P9 , PR le rette addimandate • 
Si unisca il centro e del dato cerchio col punto 
P , e poi si faccia P angolo cPC uguale al dato Y , CP 
Uguale a cP , e col centro C intervallo cq si descriva 
il cerchio BQF , che sari dato di posizione rispetto al 
punto P , ed alla curva ARG • Sicché tirando dal pun- 
to P nel cerchio BQF V incidente PQ uguale all' altra 
Pf t quella dovri restame adattata sulla PR . Imperoc* 

che congionU la CQ i due triangoli CPQ , cPf , per 

36 



^84 6EOKBTRIA DI SITO. 

Dir r equazione della curva nar • Cioè a dire essenda 

Pii=V^(**+j.O, e quindi PNr= y(x*+j,.) ? ^^ 
la ragione di Pn a PN uguale a quella di x* + jr« a K* 
Ma pe^ tiiangoli simili PMN , Pmn tU PIVI: Vmll 
PN : Pi» , ed MN : mn V. PN : Vn . Dunque «ari v : 
ir :: K.* : X» +^» , e X :y !! K* : x» + jr* : cioè a dire 

sarA •/= ^^^ ^ , e X = - ^ i^ ■ ; . Laonde , sostituendo 

nelP Equazione A questi valori delle v , e z , ne verri 
la seguente Equazione 

la quale si riduce a quest* altra 

<J?'H^r')*+K*(ix+cy)(x»+jr«)'^» . . . +U1PV^ =0, D 
Ove Len si comprende esser V Equazione D di doppio 
grado dell* altra A , e potersi da quella inversamente 

rilevar quesC altra , con sostituire in D la grandezza v 

, K*x Ky 

in luogo di ^> , , e V altra z invece di ^ VIT * 

E , se la curva NAR sia trascendente , e la sua 
equazione si dinoti per /*(»» , 2)=o; quella della cur- 
va nar ne sarà anche trascendete , e verri dissimile alla 
precedente con sostituirvi i recati valori delle v y e x . 
459. Cor. 1. La curva hot, che derivasi dalla proposta 
linea NAR col prenderne in ciascuna incidente PN la 
parte Pa direttamente , o reciprocamente proporziona- 
le air anzidetta incidente » può dirsi la derivata della 
linea NAR per diretta , o per reciproca disfisiane . Ed 
una tal derivata sari algebrica , se tal ne sia la pro- 
posta linea NAR , come rilevasi dalle addotte equa- 
zioni . Quindi è , che dinotando per m il grado della 
derivata , dovri esser , come T è noto dalla Geometria 
Sublime, 7 (m'-f-Sm) il numero de' punti» pe' quali 
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dee passare tal derirata per averne una determinata 
posizione . E ne sarà data la sua posizione e la natura, 
se diasi cotesto numero di punti , e la sua caratteri- 
stica equazione • 

460. Cor. 11. Una tal derivata pud concepirsi esistente 
nel sito natio nar , o nelP altro n a r\ cV ella abbiasi 
acquistato col girarne angolarmente intorno al pùnto 
P , fincbé la PC abbiavi descritto un dato angolo ^ • 
E tanto in quel sito , cbe in quesr altro y la potrò m 
concepire generata per assegnazione di punti . 

461. Cor. 111. Se una tal derivata sia algebrica, o 
cb* ella esista nel sito natio nar y o neir altro nàr di 
trasftrimento , può talora con moto organico descri-' 
Tersi comodamente . E sari bene su tal proposito os« 
servare tutto quel , cbe saggiamente sulla descrizione 
organica delle curve (*) vien rapportato da^ sommi Geo- 
metri il Cavalier Newton , Colin Mac*Laurin , e Brai- 
lenridge • 



(*) n Sommo Neirton nel proporre I' organica deterizione del- 
\% corre algebriche ci valte ìngegnosaroente del moto di due av- 
i;oIi dati ialomo a' loro vertici . Cioè a dire ae dae angoli girino 
intomo a' vertici loro , ( limanendone invariata la quipitità di eia- 
•chednno ) , e l' intersezione di un lato di nn angolo con un lato 
dell' altro facciasi percomcre una retta data di posizione , che non 
pasci per alcnno de' vertici de' detti angoli ^ l' intersezione degli altri 
dne lati vi segnerà una sezione conica . Se quella si trasporti per 
ana curva conica, qnest' altra dovrà jcgname una linea di terz' or- 
dine . E eoe! pid oltre » ovo con vien supplirvi alcune . limitazioni. 
Intanto il Sig. Mac-Lauria agninnse le dimostrazioni a questi Teo* 
remi , e poi ttwt pid. agevoli cotesto ricerche . E '1 Sig.BraihearidgfO 
le ampliò mirabilmente coli' introdurvi tre poli , intomo a' quali si 
cggiran tre rette $ e dalle linee , in che si muovon due di questa 
tre intercezioni , ei ne rileva la linea descritta dalla rimanente . 
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462. Cor. IT. E se la derivata per 4i vision diretta, 
o eh' ella sia algebrica , o trascendente , vogliasi descri- 
vere organicamente , basterà a tal oggetto V adop^are 
il solo Pantografo . 

4(>3. Cor,v, La derivata di una curva algebrica per 
la divisione diretta delle incidenti è il più semplice caso 
del trasorutamento di una curva in un' altra dello stesso 
genere di essa « Sulla qual cosa è ben rileggere le ri- 
cerche fatte dal sommo Newton ne^ Principj Matematici 
della Filosofia Naturale . 

4t>4- ScoL La teoria de^ Luoghi Piani dj Apollonio 
resta compiutamente dimostrata , sol che si proponga, 
r Equazione A per la retta , e per lo cerchio , e vi 
si usino le addotte trasformazioni . Ed anzi dall' equa- 
aioni A , B , C , D può intendersi la teoria , che 
a' Luoghi Solidi , ed Ipersolidi debbane per tali inci- 
denti convenire • 

P R O B L. X. 

465. Date di posizione due {fualunijue ewvè , ed 
UM punto fuori di esse \ condurre da questo su quelle 
due incidenti , che comprendan fra loro un angolo da- 
to , e sieno direttamente 9 o reciprocamente proporùonali 
a due rette date • 

SojLczioirx. 

Part. I. Sieno NAR {fig. i5i ). , e QBS le due 
corvè date , fuori delle quali sia il dato punto P , dal 
quale debbansi ad esse condurre due incìdenti , che 
comprendano un angolo dato ^ , ed abbiano una ragion 
data . La curva nar sia la derivata dalla proposta NAR 
per division diretta , ed ella si concepisca trasferita nel 
sito avventizio n a r , sicché V angolo CPC sia uguale 
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al dato ^ : e i punto n sia uno degr incontri della 
curva ri a r colla data QBS , se il Problema sia pos- 
sibile . Si unisca la retta fri , e si formi nel punto P 
della n'P T angolo n'Pn uguale al dato p ; dico esser le 
due rette Pn' , e PN quelle cbe si ricbieggono • 

Imperocché la retta nP è uguale (*) air incidente Pi» 
nella derivata nar . Ma V i poi PN a Pi» nella ragion 
data : dunque in tal ragione dovrà stare la PN alla 
Pn' , le quali comprendendo benanche un angolo ugua- 
le al dato f , saranno le richieste • 

Part. II. Lo stesso artifizio s^ impieghi a risol- 
vere il proposto Problema , quando le richieste inci- 
denti j oltre al comprendere un angolo dato , debban 
contenere un rettangolo dato . Ed una simigliante di- 
mostrazione dovrà convincerne della verità della costru- 
zione . 

Cor. Un simile artificio potrà adoperarsi , se mai 
si proponga di condurre le incidenti PN , Pn! j che 
contengano un angolo dato, ed una di esse sia una 
^^erl^ funzione dell* altra • 



V- ^^ 



FINE. 



(*) Lefgtfi la prc«. Prop. | ed i GoroU. L t II. 
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NOTE GEOMETRICHE 

AL PRESENTE TRATTATO. 



O 



ue5te note , come già dissi nell'^Introduuone, 
hanno per oggetto o alcune ricerche geome- 
triche ^ noii già di sito , affini ad altre cose trat- 
tate in quesf opera ^ o a mostrare qualche teorìa 
"geometrica che risulti d^' insieme di più proble* 
mi risoluti 9 o finalmente a rischiarare taluna cosa 
che for^ a' principianti potrebbe riasdre alquanto 
difficile a rilevarsi . 

NOTA (A) ALLE pROPP. XXn , XXIII, BD AL Teob. 

.cb'e dopo questa hbl N*^. 71^ 

1. Euclide ne^ primi sei libri de^ suoi Elementi die-» 
de la maniera di descrìvere un triangolo dati i tre 
Iati che Io dovevano comprendere , ed in altre pro- 
posizioni stahiU poi i principj per costituirlo , pren- 
dendovi per determinanti di esso y o due latf intor- 
no ad un angolo , o due angoli adjacenti ad un lato , 
o due lati e T angolo opposto ad un di essi , o final- 
mente due angoli e '1 lato ad un di questi oppo- 
sto . Dopo ciò i Trigonometrì esibirono le regole per 
determinare in ciascuno di questi casi dalle tre parti 
del triangolo date nel Talora , da essi cosi dette , il 
Yalore delle rimanenti : sicché ogni triangolo rettilineo 
ne^ succennati casi si può o geometricamente costituire^ 
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o pure trigoUometricaznente risolTet^e . Egli perA non 
fece lo stesso dell^ angolo solido compreso da tre an- 
goli pitfii 9 essendosi limitato solamente a costituirlo 
con tre angoli piani dati , non tenendo conto , come 
fuori del suo scopo , degli altri casi in cui fossero 
dati • II*. Uno di tali angoli piani , e gli angoli in 
cui gli altri due s* inclinavano respetti vamen le al pia- 
no di quello* III*. Due angoli piani che Io compreo^ 
dono e V inclinazione de* piani in jcui essi si ritro- 
vano . IV*. Due degli àngoli cbe lo comprendono e 
r inclinazione del piano del terzo a quello di uno de* 
dati . V*. Un angolo , e le inclinazioni del piano di un 
altro al piano del dato , ed a quello del terzo angolo* 
non dato • VI*. Finalitiente le tre inclinazioni de' pia* 
in cui esistono i tre angoli che lo comprendono . Val 
quanto dire che il triangolo sferico al quale corrispon- 
dono i casi sopra enunciati , come facilmente ognun 
rileva (*) , è risolvibile in ciascuno di essi colle ovvie 
regole della Trigonometria S erica ; ma non era geo- 
metricamente construibile che nel solo caso cbe fosse- 
ro geometricamente dati i suoi tre lati . 

a. Or le determinazfoni delle Prop. XXII, XXIII, 
e del Teor. cbe segue quest'ultima (7 1) suppliscono alla 
geometrica costituzione e' eli* angolo solido , e quindi 
del triangolo sferico ne* casi sopra enunciati al n*.II* , 
III*, e IV*.; e per gli altri due casi eccone le conve- 
nienti construzioni . 



(*) Vej^|. la nostra Xrig. Sferica , in fine del Corto di Geome- 
tria Elem. e SuU* 
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. CASO V. 

3* SUfio dati r angolo a AL ( fig. \^)^ e qiidli 
ni ^luali indinosi il piana LA a sì al piano deW angolo 
dato y che a quello del terzo angolo a Ad* 

Fatto lo stesso apparecchio del caso ». della Pro- 
pos.|xii.si còncbiuderà come nel principio delcas.a. 
dci^a zxiii. clie prendendo di datagrandeua la A'C, 
verri ad essere anche data la Ce , e la cb'\ che per- 
do il punto b si apparterrà ad una circonferensa di 
cerchio descritta* col centro e , intervallo eb , alla qua* 
le se si tiri per A' la tangente A a , si otterrà cosi V an- 
golo LA'a • E r altM a A a potrà ottenersi costituenda 
il triai^olo CbA! in cui sono dati i tre lati • 

CASO VI. 

4. La risoluzione di quest' idtìmo caso » cioè quan- 
do si voglia : Determinare i tre angoli che comprendono 
un angolo solido dati quelli delle inclinaùoni de" piani 
di essi , per indi costituirlo 9 dipende dal seguente 

I* S M M A 

i. Se per gli estremi di due raggi di una sfera poeti 
ad angolo si Urino i rispettivi piani tangenti ad essa \ 
questi s* inclineranno in un angolo , eh" è il supplemen* 
to di quello compreso da^ qué raggi • 

Imperocché è chiaro , che se per tali raggi si fao» 
eia passare un piano , quelto dovrà esser perpendico- 
lare a' due piani tangenti suddetti , e quindi le comu- 
ni seùoni di questi con .quello dovranno compr^nd^xt 



\ 
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r angolo d* inclinazioòi de' piani tangenti . Che perciò 
nel qittdrilatero che yien costituito da queste comuni 
sezioni e da' raggi , essendovi due angoli retti v i rima- 
nenti due dovranno essere Tuno supplemento deiraltro. 

6. Cor. I. Si rileva da ciò che se t raggi erano^ 
tre , e disposti come lati di un angolo solido triedro ; 
in tal caso i tre piani tangenti la saperficie sferica ne* 
gii estremi di questi tre raggi dovranno comprendere 
uu' altro angolo solida, in ori le inclinationi^ de' piani 
degli angoli che lo comprendano sono i supplementi 
rispettivi degli angoli piani dell'angolo solido che ave- 
va per lati i tre raggi . 

7. Cor. 9. E siccome ogni altro piano perpendico* 
lare ad un de' raggi , in qualunque punto diessa , de* 
ve inclinarsi a' piani perpendicolari respettivamente agli 
altri due raggi , ovunque gli si tirino , in quegli stessi 
angoli in cui s' inclinaTano ì tre piani tangenti suddetti; 
perciò si potri generalmente dire , che 

S. Cor. 3. Se ri eletfino tre piani perpendiaiari 
respeHiwamente a^ tre lati di un angolo solido triedro 
questi piani costituiranno nel loro incontro un altro 
angolo solido f in cui gli angoli dt inclinatione de^ piani 
de" tre angoli che lo comprendono sono respettivamente 
i supplementi di quelli dell* angolo solido proposto ; che 
perciò questo nuovo angolo sòlido si dirà suppUmen^ 
tale. 

9* Scol.i. Ed al contrario si potrà facilmente ri** 
levare , che i Se da un punto preso in un angolo solido 
triedro^ si abbassino le perpendicolari su i piani destre 
angoli che lo comprendono ^ queste comprenderanno tre 
angoli che sono i supplementi rispettivi di quelli in cui 
iàfiUnansè^i piani dM angolo solido proposto . 

lo. Cor. 1* Quindi sì vede , che dati i tre angoli 
^ inclinasioBe de' piani di un angolo solido triedro 
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sono dati per conseguenza anche qnelli che compren- 
dono il suo aupplemenUdé : che perciò gli angoli d* in- 
clinazione de^ piani di questo ( lo che ora mostreremo 
come facilmente si ottenga ) , e quindi quelli del suo 
suppkmentale , cioè del proposto . Laonde la costituzio- 
ne di un tal angolo solido si ridurrà alia Prop.XXIII 
delP XI*. libro di Euclide. 

11. Cor. 2t. E per mezzo deir angolo solido sup- 
plementale si potrà anche risolvere il caso III*, dal II'. > 
e'I ¥• dal IV» , o^al contrario • 

SCOLIO IL 

1 a. Resta dunque, per completar queste ricerche^ 
a risolvere il seguente 

Problema 

Dati i ire angoli piani che comprendono un an» 
golo solido } determinare quelli in cui s^ inclinano scam^ 
hievolmeme i piani di essi . 

La construzione della /ig. i4- mostra chiaramente 
qual via debba tenersi per ciò ottenere • Di fatti é chia- 
ro che se i piani aA!a , a A'L si abbattano col piano 
LÀ a y le bC ^ ce si porranno in diretto colle cb , 
cC . Laonde per avere gli angoli d* inclinazione di 
que* due piani al piano del terzo LA'a , cioè gli an- 
goli C^c y GC'c dovrà praticarsi la seguente constru- 
zione. 

I tre angoli dati che comprendono V angolo soli- 
do si sviluppino su di un piano intorno ad un punto, 
come gli presenta la fig, 1S2. ; indi presi ne* loro lati 
estremi A'a , A'D le A'C , A'C uguali , si abbassino da 
questi punti su delle AX y A'a le perpendicolari CCc, 
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Che y e si producano » finché s intersegliino in e . I 
triangoli rettangoli costituiti respetti vomente colle ipo* 
tenuse C^ , CC , e co^ cateti bc , Ce daranno per an- 
goli oppo$,ti air altro cateto , che sarà in essi lo stesso» 
gli angoli in cui inclinavansi respettivamente i pian^ 
dell'angolo solido proposto a quello dell'angolo C'A'6* 
E r angolo d* inclinazione di que* piani tra loro si pò* 
tri facilmente delerminare nel seguente modo « cioè. 
Si congiunga la bC , e da^ punti b , C si abbassino 
sulle A'D , A'a le perpendicolari bh , CH : se si con- 
Stituisca un triangolo con queste tre rette \ Y angolo 
cercato sari quello che in tal triangolo risulterebbe 
opposto alla bC . La qual cosa è fiicilissima a rilevarsi. 

SCOL. GENERALE. 

i3. Neir esposte ricerche non abbiamo avuto mena- 
te che alH uniformiti e semplicità delle soluzioni , po- 
tendo facilmente ogni qualunque giovine alquanto ver- 
sato nelle cose geometriche supplire da se ali* eleganza 
delle construzioni da noi indicate • 

(B) AL LEMMA DELLA PROF. LVIL 

L* analisi geometrica del problema risoluto in que^ 
sto lemma ci ha condotti a vedere che la tangente co- 
mune a due cerchi divide la congiungente de* loro cenr 
trì nella ragion de* raggi , ma è anche vero più gene» 
Talmente che : Una retta la quale ascinde da due cer* 
chi due porzioni simili divide la congiungente de* cen* 
tri in proporzione de" raggi • 

In fatti sieno ABC, ohe ( fig, i5} ) i due ccrr.lù 
da* quali la retta AD asciada le porzìon.' ^^ A' B ^ 

acb \ congiunte le OA , QB \ oa ^ oi? sum^-ì..^ l^ ...ài 
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gli angoli AOB , aob , e quindi gli altri OÀB ^ cab \ 
laonde sarà O A \ oa \\ OD : oD . 

(C) AL LEMMA DELLA PROF. LVin. 

X^ii tal lemma potrà pia generalmente enuneiarsi 
nel s( guenlr» modo , cioè 

Se le òongiungenti de'' centri di tre cerchi dati si 
dlvid'ino nella corrispondente ragione de"" raggi di essi ; i 
tre punti delle diìfisioni dovranno sempre allogarsi imttna 
retta di sito • 

(D) ALLA PROF. LXI. 

I . Il problema de* tre cercU da farsi toccare da 
tin quarto che formava il principale problema de^ dne 
libri perduti del luogo di risoluzione composti da Apol- 
lonio Pergco , e detti delle Tazioni , al rinascimento 
delia Geometria fu dal Vieta proposto a disfida al Geo^ 
mitra de^ Paesi Bassi Adriano Romano . Il Vieta e gli 
altri Geometri di que* tempi , non furono sicuramente 
paglii della soluzione che per mezzo di due iperboli ne 
diede Adriano 9 ed il Vieta stesso si accinse dopo ciò ad 
una divinazione de' suddetti libri delle Tazioni , ove i 
dieci problemi di questo geometrico argomento furono 
da lui risoluti . E sebbene le sue construzioni non sie» 
no sicuramente una divinazione di quelle del Geometra 
di Perga y poiché egli non procede in tali soluziom 
servendosi di que* lemmi stessi , su quali aveva ApoU 
Ionio stabilite le sue , e che Pappo ci ha conservati nel 
YII*. libro delle sue Collezioni , pure i Geometri re« 
starono oltre modo contenti di questo suo lavoro , ed 
egli stesso ne fu si pago , che onorossi perciò del posa- 
poso titolo di Apollonio Gallo • 
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n Newton ne^ suoi principj Matematici al Lem- 
ma XVI. seppe da^ principi stessi diiisolutione di Adria* 
no Romano ricavarne un* elegante soluzione del pro- 
blema suddetto , convertendo maravigliosamente i due 
luogbi air iperbole de' quali si era prevalso , per la 
composiaione di tal problema ^ quel Geometra , in due 
luoghi alla linea retta . Egli però con ciò fare si di« 
mostrò Aon interamente pago della soluzione del Vieta 
e so^iunse solamente in fine della sua : Solvitur etiam 
hoc Ununa problematicum per librum tactìonum Apol- 
lonii a Vieta restUutum . E ciò non ostante , T ingegno- 
so riducimento del Newton ne offre per tal problema 
un solo de' due punti soddisfacenti al quesito. Ciò che 
dopo del Newton abbia £itto il Camerer nella sua ope- 
ra della Tazioni tanto lodata dal Montucla , a noi non 
lice il poterlo dire , non avendo potuto , ad onta del» 
le molte ricerche fatte , ottenere un tal libro . Intan^ 
to il nostro insigne Matematico Sig. D.Nicola Pergola, 
tra le altre importanti ricerche 4^ lui fatte sulle opere 
degli antichi Geometri , messosi a considerare su pro« 
blemi delle Tazioni , s' avvide che la proprieti ddl' i- 
perbole delU quale Adriano Romano si avvalse per la 
sua soUizione del problema de' tre cerchi , e dalla qua- 
le il Newton era maravigliosamente ripiegato in con- 
atruire il problema suddetto coir intersezione di due 
rotte , poteva dimostrarsi nel. triangolo per le pure vie 
dieUa Geometria Elementare , e dopo ciò egli ne recò 
a' problemi delle Tazioni semplicissime , uniformi ^ 
ed .eleganti soluzioni , che furono poi a me di sprone 
perchè risolvessi in una maniera analoga , e col princi- 
pio stesso gli altri non meno difficili Problemi de' con- 
tatti sferici . E queste soluzioni del Pergola , ed un* in- 
dicazione di quelle da me distese au contatti sferici fiir 
rono pubblicate nel 1809. 
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a. Questo completo e perfetto latoro di si ìraleii* 
te Geometra non linciava per questa parte ilei luogo 
di risoluzione altro a desiderare , se non che il suo 
distintissimo allievo Sig. D. Giuseppe Scorsa , cui pi & 
che a qualunque altro sta bene ciò che diceva di se 
Marco TttlKo , cioè che semper in deliciis Juit scrutari 
vetera ^ et ex H$ ea quaé scriptores Greciae prodiderant 
eruerej meditando su i lemmi che Pappo nel YII^". li- 
liro delle sue Collezioni riporta , rilevandoli da* libri 
delle Tazioni di Apollonio, si avvisò di volere a di« 
rittura divinare V analisi geometrica ApoUoniana del 
problema de^ tre cerchi . E parmi fuori di ogni dub- 
bio , che egli sia riuscito nel suo intento , come farò^ 
vedere dopo di aver esposta tal sua soluzione . 

LEMMI RILEVATI DALLE COLLEZIONI Òl 
PAPPO , PER LA SUDDETTA SOLUZIONE. 



L B X X A I. (*) 

3. Se due cerchi si tocchino scambievolmente al 
di dentro ^ o al di fuori ; ogni linea retta che si iir0 
pel contatto ascinderà da cui ponùoni 



Siano i due cerchi ABCD , EFCG ( fy. i54 > 
a quali si, tocchino scambievolmenWi nel punt^ C i per 



O Ottino Ummfi trof«« In arguito Mia Pt^ap-THI. àA Uklf 
4eUa GoUtaiooi soddtttt , ed è Mcesfario a tal proposlsisaft • 
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lo quale si tir! la Tetta CE A, che gli seghi : dico che 
la porzione ABC sia simile all' altra EFC. 

Si uniscaDo i centri H , K de^ due cerchi colla 
RK , che dovri passare per C ; e si congiungano inol- 
tre le HA, KE. E poiché i due triangoli ECK, ACH 
hanno di comune V angolo in C , i lati intorno agli 
altri due angoli in K , ed in H sono proporzionali ^ 
cioè CK : KE II CH : HA , ed i rimanenti angoli lo- 
ro in E ed in A sono acuti ; perciò essi triangoli sa- 
ranno simili , e quindi uguali i loro angoli in K ed in 
H • Laonde le porzioni CFE , CBA saranno simili . 

Lemma IL (*) 

4* Dato di grandetta e di posizione il circolo 
DEG {fg. 199 ) ,»e diUi i tre punti A ^ B ^ C neUa 
linea retta ABC \ inflettere la A DB , e fare che EF 
stia per dritto con CF • 



Anàlisi Gb 



OMETRICÀ. 



S* intenda condotta per E la EG parallela alla 
ABC y e poi la congiunta GF si distenda in H . E 
perché Y angolo EGF adequa si V angolo EDF , che 
r altro FHB , saranno uguali i due angoli ADB , FHB; 
e quindi saranno simili i due triangoli ADF , FHB , 
che hanno anche l'angolo DBA di comune , e sari 
ab': BD :: BF: BH: onde il rettangolo ABH sari 
Uguale «1 dato FBD , e con ciò ne sari dato il pun- 
to H . 



V) Vn ul leinna i il XXU. lileTato da Pappo da* libri d«Ue 
Taaioai, 
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Si tìH pur G al medesimo cìrcolo la tangente GK, 
cbe incontri la AC in K ^ sarà dato ancora il punto K. 
Imperocché T angolo HGK è uguale all' altro GEF : 
ma questo a cagione delle parallele EG , AC adequ» 
FCH; sarA dunque T angolo HGK uguale ali* altro FCH. 
E quindi essendo simili i diie triangoli HGK j HFC , 
suri CH : HF .T HG: HK , ed il rettangolo CHK 
sari uguale al dato FHG . Laonde sari dato il punto 
K , e si ridurrà il problema a condurre dal punto K 
k tangente KG al circolo ED6 • 

5. ScoL lu analisi geometrica, qui recata di un tal 
lemma comprende quella dei suddetto lemma xxii di 
Pappo, e 1^ altra del problema di riduzione, ch'egli 
in più lemmi precedenti aveva r fcoluto • 

E come ognun vede un tal femma problematico é 
quella da cui si deriva V altro da noi' esposto al r. 4^7 
del presente Trattato • 

PROBLEMA DELLE TAZIONI 

« 

6. Descrivere un cerchio che insiem ne tocchi ire 
altri dati di grandezza e di sito • 

Analisi Geometrica ni Apollonio aestituiza 

DAL Sic. Scorza. 

Sieno ABC , DEF , GHI { fig> iS5 ) i tre cer- 
chi dati intomo a^ centri rispettivi M , N , O ; e si sup- 
ponga che it cerchio AEI gli tocchi respettivamente 
ne* punti A, E, I. Si congiungano le AE, EI, AI. 
E poiché la porzione di cerchio AKB è simile all'altra 
AXE ( lem. 1. ) , e che a questa è anche simile la 
DLE , saranno perciò simili tra loro le porzioni AKB, 
DLE ; che perciò la AE dovrà incontrare la cougiun* 
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gente MN de* centri de' cerchi ABC , DEF nel punta 
P ov'essa è divisa proporzionalmente a\ raggi di quelU. 
Similmente la AI dovrà incontrare la congi ungente MO 
de' centri M , O de' cerchi ABC , GHI nel punto Q 
ove quella e divisa in proporzione de' raggi di questi • 
E cosi pure la NR starà alla RO , come il ra^io del 
cerchio DEF a quello del cerchio GHI . Laonde i tre 
punti P , Q , R saranno allogati in una retta di sito 
( Notn C ) • Or dal punto E si tiri la ES parallela alla 
PQ , e congiungasi la SI , che incontri in T la PQ , 
sarà r angolo STQ uguale al suo alterno ESI : ma que-^ 
sto pareggia T altro EAI con cui giace nella stessa por- 
zione EXI . Dunque sarà V angolo STQ uguale all' aU 
tro EAI , ed il triangolo APQ sarà simile al triangolo 
ITQ . Laonde sUrà PQ : QA :: QI : QT , ed il rei. 
fangolo PQT sarà uguale all' altro AQI • Ma questo 
rettangolo é dato • Adunque sarà dato anche quello ^ e 
sarà perciò data la QT , e quindi il punto T« 

Inoltre congiungaai la GEL: ed essendo la porzione 
circolare IGH simile all' altra I AE , sarà l' angolo IGH 
uguale all'altro lAE , e perciò GH parallela ad AE • La- 
onde se la GH incontri la retta PQR in V , sarà il trian- 
golo GVQ simile all' altro APQ , e quindi ad ITQ: ed 
il rettangolo Y QT sarà uguale all' altro GQI eh' è dato; 
che perciò sarà dato anche quello » e per conseguenza 
il punto V . Ed il proposto problema si sarà ridotto ad 
inflettere al dato cerchio GHI , da' punti daf i Q ed R 
la retta QIR , e fare che GH stia per dritto con YH, 
cioè al lemma che Pappo ne reca a lai uopo ^ e cV è 
il a*, dft noi quassà proposto . 
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SCOLIO. 

7. Qoesr ingegnosa soluzione del problema de' tre 
cerclii ordita dal Professore Scorza , par fuori di ogni 
JhiUiio che debita conTenire con quella cbe di tal pro- 
blema ne diede Apollonio ne* suoi libri delle Taaìoni. 
Le ragioni die ci confermano in questa opinione sono ; 
il trovare cbe V Analisi Geometrica del Sig. Scorza ri* 
duce il problema a quello stesso lemma problematico « 
cbe Pappo Alessandrino aveva rilevato da' libri delle 
Tasioni di Apollonio y. e che dovè formare predsamen't 
te la riduzione ApoUoniana del dietto problema . InoU 
tre tutti gli altri prindpj de* quali il Sig. Scorza si 
prevale in tale Aaialisi Geometrica s* incontrano evi* 
dentemente nelle Collezioni Ifatematicbe di Pappo • E 
sebbene in queste non si ravvisi manifestamente 'che : 
dhidtndùU le €W$giungenti de* centri de^ tre cerchi daU 
nette ragiatU decloro rispeitiwi raggi ; i tre punti 
delle ditft$i0ni sieno allogati in una retta ^ il qual prin* 
cipio i il maggior cardine della presente analisi geo- 
me|rica , ciò lungi dal £irci sospettare cbe &d Apollo- 
nio non fosse noto , e che di esso non si prevalse 
neUa sua soluzione , dovrà piuttosto farci giudica- 
re cbe Pappo noi recò nelle sue Collezioni , per la 
ragione cbe Apollonio non già lo aveva assunto nella 
solttzione , come aveva fatto degli altri lemmi che Pap- 
po ha perciò egli rilevati ; ma si bene lo aveva a di* 
steso incidentemente in essa sviluppato . E poi chiun- 
que i versato nel risolvimento de* problemi geometrici, 
dal vedere cbe la soluzione del Sig. Scorza procede su 
prindp] geemetrici degli antichi che Pappo ci ha con- 
servati y e termina collo steseo kmma di riduzione del 
quale non v* ha alcun dubbio cbe dovè prevalersi Apol* 
Ionio per la sua ^ avrà certamente come indubitato , cbe 
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dote questo instane geometra paauarc per quello stesso 

anello di connessione poc^ anzi enunciato . 

8. Ma ciò che si è detto non è ancor tatto quello 
eh si può addurre per istabiliré che Apollonio dorè 
conoscere , è quindi usare il suddetto principio \ ed il 
Sig. Scorza trae anche argomento in conferma di ciò 
dal rinvenire nell* Vili*, libro delle Collezioni di Pap- 
pe dimostrata la conversa di tal proposizione cogli stessi 
passaggi che vi bisognano per dimostrare il principio 
sopra enunciato (7) • In fatti volendo dimostrarsi che: 
I punti P ^ Q <, R ne^ quali le congiuntemi i centri 
de' tf'e^rchi ABC , DEF , GHT restan divise in prò-' 
porzione decloro raggi esistano in una linea retta ^ egli 
vi si conduce nel seguente modo semplicissimo che giu- 
dica essere la stessa via che tenne Apolloni^f • 

Si tiri pel centro N del cerchio EFD la NX pa- 
rallela alla PQ . E poiché sU MA : ND :; MP : PX, 
ed ND: 01 :: NR : RO si avri , MA : OI :: ( MP : 
PN ) ( NR : RO ) . Ma MP : PN :: MQ : QX . Dan- 
que sarà MA: OI o pure MQ : QO :: ( MQ : QX ) 
( NR : RO ) ; il perchè sarà RQ parallela ad NX j e 
perciò in diretto con QP . 

9. Vale a dire che potrà eonchiudersi da ciò che 
se : Da un punto N ( fig, i56 ) , preso in un luto MP 
del triangolo MPQ , s'* inclini alt altro lato MQ la 
NOR in modo che stia MQ : QO :: (MP: PN) (NRi 
RO ) , il punto R doi^rà trovarsi nella PQ prolungata. 
La cui conversa sarebbe che : Se nella PQ prolungata 
si prenda un punto R dal quale s^ inclini al trian^ 
golo PMQ, la RON , dovrà stare MQt QO :i { MP: 
PN ) ( NR : RO ) . E quesU conversa trovasi da 
Pappo dimostrata nella Prop. IH. del Lib. Vili. , e 
prima di Pappo T aveva anche rilevata Tolomeo nel 
suo Almagesto ( F'ed. t XI^. Cap. delJ^. lib, inprinc.) 
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dancpie cotichiudere , per tutte le addotte ra- 
gioni , che il lemma sopra enunciato (7) era conosciu- 
to dagli antichi , e che Apollonio do^è di esso preva- 
lersi nella soluzione del problema de^ tre cerchi • 

10. Intanto il Vieta che nella soluzione del penulti- 
mo Problema delle Tastoni aveva mostrato di conoscere 
il principio che la retta la quale congiugne i contatti di 
due dati cerchi con un terto deue passare per un punto 
dato y non seppe poi farne uso nel Problema de' tre cer- 
chi , e quindi ridurne V analisi geometrica di esso, come 
doveva , al lemma di Pappo • Ed a me pare fuor di dub- 
bio che ciò sia avvenuto perchè egli mancò di rilevare 
1* anello di connessione tra il poc^ anzi detto principio 
ed il lemma di riduzione, cioè quello indicato nel n^.y , 
del quale si è egregiamente- prevalso il Sig. Scorza ; e 
eh* è la pietra angolare della sua soluzione , e dell' Apol- 
loniana . Del resto da tutto dò dovrà conchiudersene, 
che il Vieta non procede giustamente nel restituire le 
soluzioni Apolloniane de' Problemi delle Tazioni , e 
che dal confronto dell' analisi geometrica Apolloniana 
del problema de' tre cerchi restituitaci dal Professore 
Scorza , con quella del Sig. Pergola si rileva evidente- 
mente quanto il lavoro di questo nostro geometra su- 
peri in eleganza ed in sempliciti quello del Geometra 
greco. 

(E) ALLA PROP, CXII. 

» E si rileverà facilmente , che se l' angolo MH6 
» sia maggiore dell' altro LDF , in un tal caso risul- 
» teri negativo il valore del coeflBciente della x* , e 
» quindi tal curva sarà un* ellisse , ec. 

Per facilitare a* giovani V intelligenza di questo 
P*«*gpo . Con un qualunque raggio oB ( Jlg. 167 ) 
si descriva l' arco circolare ETZ , al cui centro o si 
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oostituìscaBo gli angoli EoT , EoZ uguaH respettiTa* 
Olente ad MHG , FDL nella fig.toi, e da' punti T , 
Z ti al>kaasino sul raggio oB le pevpendìcoluì TV , 
ZS . SarA il triangolo TVo aimile a GMH ( figg.ioi , 
• 157), e quindi To: eV :: MH:H6::p: a; che 
perciò te la To 9 o Eo s^ indachi per p^ la oV resteri 
dinotata da 41 • 

Inoltre sari il triangolo Z9o aimile ad LDF , e 
quindi oS ! SZ ;; FD : FL :: f : a . 

Or essendo f angolo MHG maggbre del^ altro 
LDF, sari anche ToE > ZoE , l'arco TE > ZE , 
e TV > Z» . Rfa oS« + SZ» =;ì>V + VT»; che perw 
CIÒ essendo SZ« < VT% sari oS* > oV\ ed oS > oV. 
Adunque la TV dovrà intersegare la Zo in un punto 
N , ed esser quindi oN < oZ • È poi oS : ftZ ;: oV: 

VN , cioè^: a :: a : YN«=-; laondoaN*=sa» +'**. 

Ma oN» < oZ", sarà dunque a* 4 < p* , e perciò 

ir*-| — - — ^% o — S — i- ^— C-L. sarà una quantità 

negatiTa • 

E sinulmente si disastrerà che se al conArario 
1' angolo MHG sia minore di LDF , tal quantità risul- 
terà positiva • 

Che se questi angoli diverranno uguali , lo saran* 
no anche gli altri EoT , EoZ , quindi il punto Z , e 

1' altro N si riuniranno in T , e sarà — - , , - 

eso>; che perciò Tequasioiie alla curva rappresento* 
rà una parabola • 

Finalmente in quest* ultimo caso riunendosi i pun* 
ti C , H svanirà laCH, cioè e, e T equazione alla p^ 
rabola si trasmuterà injr'ssa* , ojs=;a, ch'é ad unn 
linea retta paralieia alia generatrice • 
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(F) ALLO SCOLIO DEI.LA PROF. CXII. 

Dopo àk aver rilevato in questa proposiuone , • 
nello Scoi, dì essa , che la superficie curva definita nel 
ji. 33i sia quella del cilindroide del Wallis , mi credo 
neir obbligo di qui indicare una proprietà importante di 
questo solido , cioè che : Se V asse trasverso deW iper^ 
bole generatrice del cilindroide si prenda per asse mag* 
giare di un ellisse , la quale abbia per semiasse minore la 
quarta proporzionale in ordine al semiasse primario ^ al 
secondario y ed aW eccentricità di queW iperbole \ la su-^ 
perfide della sferoide schiacciata che si genera da siffat' 
ta ellisse , e quella dei eilindeoide corrispondente saran» 
no continuamente uguali . 

La storia di questa bella verità geometrica y le di- 
mostradoni varie che se ne sono fatte colla geometria 
'degli antichi e coli* analisi moderna elementare , nella 
Scuola del Sig. Pergola da' suoi distintissimi allievi Sig. 
Stefano Forte , Felice Giannattasio , Giuseppe Scorza^ 
ed anche da me, e dall' abilissimo Professore Sig. D.Giu» 
seppe Sangro ; e le ntili ed importanti ricerche alle 
quali ha dato luogo , nelle loro mani, l'argomento su 
cui occupavansi , si potranno riscontrare in due Opu- 
scoli inseriti nella Raccolta pi^^ volte citata , e nel vo- 
lume degli Atti della Reale Accademia delle Scienze di 
Napoli y che sta attualmente stampandosi. 

(G) AL ».• 407. 

Il Lemma di Pappo qui recato in forma di Teo- 
rema , come si è già detto al n*. 5 della nota D , è 
derivato dal Lemma XXII. , eh' egli desunse da' libri 
delle Tazioni di Apollonio , e del quale noi abbiamo 
rapportata 1' analisi geometrica nella nota suddetta . 

39 
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(H) AL II.» 409. 

Un tal lemma i il XXX. rìleyato da Pappo da' li- 
Bri de* Pòrismi di Euclide , sebbene diversamente enon- 
ciato • 

(I) AL n.» 441. 

Ecco in qual modo si rilera ciò che si è asserito 
in questo Corollario, cioè che il punto D {fig> i44 ) 
si appartenga ad una data iperbole . 

Da un tal punto D si conduca la DO parallela 
alla BC , e congiungasi la BD . Ed essendo il triangolo 
ABC all' altro* ABD, come AC ad AD e i triangolo 
ABD al triangolo DOB , come AB a BO , o come AC 
a DC , sari , per equaliti ordinata , il triangolo ABC al 
triangolo DOB come AC* ad AD in DC . Ma si sup- 
pone data la seconda di queste due ragioni , ed è an- 
che dato P antecedente della pritna. Dunque sarà dato 
il triangolo DOB , e quindi il rettangolo di DO in 
OB , per esservi dato V angolo DOB . Laonde il pun- 
to D appartiensi ad un* iperbole che ha per assintoti 
le BA , BC , e per potenza un quadrato quanto il 
dato rettangolo di DO in OB . 

Finalmente per dilucidare la conchiusione di nn 
tal corollario , soggiugneremo che : essendo data la ra- 
gione di AC ad AD , sarà anche data la sua uguale 
di CB a DO . Ma è data la DO ; dunque sarà data la 
CB , dal cui estremo C dovrà condursi al punto D la 
CD j che sarà la retta addimandata . 
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(K) ' Al ».• 45o. 

Allorché la retta che unisce i eoneoni delle due 
incesse co" lati dell* angolo dato det^e esser parallela 
alla direttrice , ck' é la prima parte del presente Proi- 
Mema , vi si potrà recare la seg^uente sempticissiina 
soluzione indipeadente dal lemnu esposto nel n. 44^ » 
cioè 

Si unisca V ignoto punto Q (fig.iSi ) col vertice L 
del dato angolo MNL , e tal retta si. distenda insino 
aUa direttrice • Saranno le due ragioni di MG ad NG, 
e di AG a BG uguali fra loro, perchè uguali «alla, me- 
desima ragione di PH ad RH : onde per 1* uguagliansa 
di ^pielle due ragioni sarà il rettangolo MGB uguale 
air altro AGN. E perciò se descrivansi sulle MB ed AN^ 
e* dalla -medesima parte i due semicerchi MKB , AKN, 
e poi dal punto ov^ essi ^* intenegano si abbassi sulla 
MN la perpendicolare KG , congiunta la GL , questa 
segnerà nella curva SQT il punto che si cerca • 

(L) AL ».• 459. 

» Quindi è che dinotando per m il grado della 
» derivata, dovrà esser . . . . 4 ( ^*+3m ) il nume» 
1» ro de* punti pe* quali dee passare tal derivata , per 
» avere una determinata posizione . 

leggasi su di ciò il Gap. IV. della Theoria Linea^ 
rum Cunforum di Eulero • E qui soggiugneremo sola^ 
mente , che V espressione -7 ( 'ti* -{" ^''^ ) <^®hba essere 
sempre un numero intero , il che intuitivamente si ve* 
de se /it è pari ; e supponendo m impari ed espresso 
da ^à-f- 1 , quel binomio si cambierà in 4 ( ^+ ^ ì 
( aA4-4 ) = ( là ^ 1 ) ( k^ a ) > la quale espressioni 
è evident^Duente un intero. 
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del cono-enueo di Wallls. SoS • 33o 189 • 158 

CAP.XVII. Del cilindroide 33i . S59 1^ . A18 

V) CAP JCVIU. CoBsiderasiotti generali sul- 
lo sviluppo delle superfi- 
cie curve 36o « 376 S19 i t28 

€AP. XIZ. Nuovo metodo del Sig.Fer- 
gola per risolvert aleual 



' ilo 

Parfigrrf^ , Pagina 
jproMeim di tiCo , detto 

di conTer»ione ...... Syy . 590 299 • %59 

CSP. XX. nxiUeiDÌ di sito del prìno, 
e del fecondo genere ri- 
solati per mezzo del prin- 
cipio di conTertione del ^ 

Sig. Pergola 

' AioiLtHi »iK MtiMO azifiRs 391 • 401 259 . 946 

PsoiLsm ML ttcoKDO Cbvseb • • • • 4os • 4o4 94fi . a48 
CAP. XXI. Di ^[oe* problemi di lito 
che risolTonsi per meszo 

di lemmi . '• 4^^ • 4^ ^9 • s^2 

CAP. XXIL Altro metodo del Slg.Per- 
gola per rifolrere alenai 
problemi di sito , detto 

di Trasferimento . . <• . i^5 . ^5 s65 • 96 j 
GAP.XXI11. Problemi dirertl delle Ap- 
plicazioni proposti , ed 
ttleganlemente rìf olnti dal 

Sfg. Pergola. ... : . 4^4 • 4^ ^$8 . 287 
IfOTB GEOBIETRICHfi ........ 989 . So^ 
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Belle cose più essenziali . 



\ 



Pof. XYI. Un. S dato data 

11 4 Sebbene 911I si iroéfi , per mpdvoco » un* altra 

• # ■ • 

proposizione segnata per FUI» , e che un tal 
equivoco si sia continuato sino àUafino | pur 
tuttavia da esso non ne deriva alcuna oéu» 
fusione nelle citazioni , poiché il numero elei 
paragrafò le distingue • 

19 is A A' 

so 3i (c.i.p.Tni. ) . . . • (37) 

So i4ui i5 maggiore minore 

3i 14 A*a AV 

45 19 /•«• . . ...... /e: 

S% 10 e •••...'•> e 

%S 55 9S 

27 II •-•;•*.-... a' 

55 8 e .....'..- e 

56 9 c'il i . . i . . . . c'iT 
61 19 Da da 

94 ^' • . o^ 

fe a col •••..••• tal 

^ 11 Def. XIX. Bef. XIV. 

^ 18 r ima r altra • . • . 1' una e 1' altra 

yy 9 in 10 reranrela •••••• recarrela 

s4in ft5 riapettiTe projesioni . prójeiione riipetdTe 

dalle ienoBi 
jB y Wk ....... kK*k' 

y^ 11 a^o « 9, e 

Ho 1 \ Prop. LVII. . - • . Prop. LVin, 
8J- % ^flVY /*TYF 

5 /F», ^^ .. .. ... • . /*?•• 

94 G G 

86 %t 'e ••ii.i^-.e'fc: 



t %■ 

§y JvyèrtaU cke i SS >€&, itt, e i€y ìm ^rneOa 

pagina »oaa ripeiuii . Forhinatametite pere 

io9 9» pia 4i pia 

i34 a4 PS Pjt 

\ s5 8T '. • .' jcy 

i4t so A K 

a8 efettniu eftttiuu 

•4Ì <M* ■ft.ye i49 iMkt • in vece di dire . • . • • Si prenda 

ralla PS U Pt ni^le «Ha Bjt , dewedirt — 
Si applichi tra la tangeate PS e '1 eerdiia 
PQT la «T a Bar 
i57 37 erìgano ....... «riggano 

1^ . 9 La Jig. pd lemma è V Zt 

i&f t% con co' 

a^ SI s Z 

lift sS ii*Ni»' ii'N» 

197 S7 BH BN 

soo 18 tperòMide .... HyperMade 

»»* 19 ayi'r* «•#>• 

ssS »$ efr-a c« cfr a ca 

«97 so iftSi Q pesco • . • • cioè stia QS : SE : : a» : s. - . 

ai deve ti^ppriaurt in questo iuogo t a porsi 
meUa limea s5 dtdfio . . • di m ; n • • 9 € prt • 
SM dt • • . Por S 

«57 « P«i pe' 

941 3 M *^ 

s8 a e « « 

343 9 ne/Za ...•••..« <a 

a^5 19 DFH DFE 

280 II ARQ •••••••• A&G 

S90 14 P^* piani 

SOS 1 inclinazioni • • # • . inclinaciosa 

S99 a por ••••«••• p^r 

sS AXE AY£ 

3oo aS £XX %»«aitji» fiTl 
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